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Solution Exercice 3
a) Determiner les équations de mouvement avec la méthode de Lagrange.

L’énergie cinétique totale (le disque a un mouvement de rotation et un mouvement de translation)

1 . 1 1
T =-1p0% + - mxf +—(§m) X3

2 2 2\2
1/1 . 1 . 3 3 . 3
T = E(Emrz) 0% + EerHZ + Zm:’c% = Zmrzez +Zm9k§
-2 3 -2
T =2 Mxi +me2

L’énergie potentielle totale (pour une rotation  du disque le ressort k; s’allonge de 2r0 = 2x,)

1 1 1
V = Ek(le)z + Ek(XZ - xl)z + E(4k)X22

1
V = kalz + Ek(xz - xl)z ar kaZZ

Les équations de Lagrange

d(@T) oT v oD _

— = ——+—+—'—F i:1,2,...
dt aql aqi aql' aQL '

Sans amortissements et sans forces extérieures les équations de Lagrange se réduisent a :

d <6T) aT  av _ 0

— ) - — 4 —= i=1,2,..
dt\dq,) 9dq; 0Jq;

Premiere coordonnée généralisée (q; = x;):
d (E)T) or ov

at\ox,) " ox o
oT 3
6_x'1=§mx1

d 0T\ 3 _
7tz =3

oT

5;1::0

v

a_xl = 4kx1 - k(xZ - xl)

3
Emjél + 5kx1 - ka =0
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Deuxiéme coordonnée généralisée (q, = x,) :

d (0T aT  dv
E(axz) “ox, "o,
or 3

% = o mi;

d (0T\ 3 _
zi(55;) =7
L

dx,

av

a, = +k(x, — xq) + 4kx,
3

Emjéz - kx1 ar Skxz = 0

b) Ecrire I’équation caractéristique sous forme (a? — b?) et déterminer les pulsations
propres.

3
Emjél + 5kx1 - kxz = 0

3

Emjc'z - kx1 + 5kx2 =0

Dans un mode propre les réponses sont harmoniques

Xl(t) = Xleiwt Xl(t) = _wleeiwt
. ﬁ .
xZ(t) = Xzelwt xZ(t) = _w2X2€lwt
3 2 iwt iwt iwt 3 2
S mX,e'“" + 5kX,e'" — kX,e'®* =0 5k—§w m|X; — kX, =0
3 2 iwt iwt iwt 3 2
—Ew mX,e'®t — kX, e'®* + 5kX,e'** =0 —kX, + |5k — Ew m) X, =0

Aprés simplification de I'expression e‘®t nous obtenons sous forme matricielle
(Sk 3 2 ) k
= =10
3 X,) o
—k <5k — §w2m>
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Pour avoir des solutions non triviales il faut que le déterminant du systeme soit nul.

3 2
(Sk —Ea)zm) —k*=0

L’équation caractéristique est bien sous la forme de (a? — b?) = (a — b)(a + b).

(5k —2w?m - k) (5k —2wPm+ k) =0

, 8k
Wi =——
17 3m
w3 =4—

c) Donner les expressions des réponses x;(t) et x,(t).

Les fractions modales

3 2
<5k_z(1)lm>X1 _kX2 = O

3

<X2>(i> (Sk—%wizm) K L
'ri = | — = = 1 = ,
X1 k (5k — 3 w?m)
Pour le mode 1

3, 38k
. (ﬁ)“) _ (5"—7‘”1’"): (k- 33m™) o
1 \x, k k
Pour le mode 1

3, 3 k
o (é)@) _ (5k—7w2m): (sk—345-m) .
27 \X, k k

Les expressions des réponses

x1(t) = A; cosw it + By sinw t + A, cos w,t + B, sin w,t

xz(t) = A1 Ccos (l)lt ar Bl sin (l)lt _Az Ccos wzt - Bz sin (l)zt
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