Chapitre 2

Ensembles et Applications

2.1 Ensembles

2.1.1 Définitions et exemples

Définition 2.1 Un ensemble est une collection d’objets, ces objets s’appellent les éléments

de l’ensemble.

— Nous désignerons en général les ensembles par des lettres majuscules : F, F, A, B,etc. Les
éléments d’un ensemble seront désignés en général par des lettres minuscules : a,b, x,y,
etc.

— Si a est un élément d’un ensemble E, on écrit a € E et on lit «a appartient ¢ E ».

— Si a n'est pas un élément d’un ensemble E, on écrit a ¢ E et on lit «a n’appartient pas a
E».

Définition 2.2 L’ensemble vide noté @, c’est l’ensemble qui ne contenant aucun élément.

Exemble 2.1

- N={0,1,2,...} est 'ensemble des entiers naturels.

~Z=1{...,—1,0,1,...} est 'ensemble des entiers relatifs.

— R est 'ensemble des nombres réels.

Exemble 2.2

Soit

E={reN/z <8}

E est un ensemble défini par
E=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8}

Le nombre d’éléments de E est fini, on 'appelle cardinal de E et on note Card (E) = 9.

2.1.2 Parties d’un ensemble et complémontaire

Définition 2.3 On dit qu’un ensemble F' est une partie d’un ensemble E ou que F' est inclus
dans E ou que F est un sous ensemble de FE, si tout élément de F' est un élément de E et
on note F' C F.

(FCFE)e Va,ae F=ackFE)
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Définition 2.4 On dit que l'ensemble E égal & l'ensemble F siona: (E C F) et (FCE).

(E=F)s ((ECF)N(FCE))

— L’ensemble des parties de E est noté par P (F).
AeP(E)« ACE

— Si E posséde n élément, alors P(E) posséde 2.
Exemple 2.3
Soit

E ={a,b,c,d}

On a Card(E) = 4 donc Card(P(F)) = 2* = 16.
@, {a},{b} . {c} {d} {a,b} . {a,c},{a,d} , {b,c}, {b,d},

{C7 d} ) {a7 b7 C} ) {a7 b7 d} ’ {a7 C) d} ) {b7 C, d} ) {a’ b? C) d} )

Définition 2.5 Soient E un ensemble et A une partie de E. On appelle complémentaire de
A dans E, l’ensemble des éléments de E qui n’appartiennent pas a A et on note CgA.

P(E) =

CpA=1{acEjag¢ Al

Propriété 2.1
Soient A, B deux parties d’un ensemble E.

1. Cp(CpA)=A, Cpo=FE, CpgE=2.
2. 81 A C B alors CgB C CgA.

Preuve

Soient A, B deux parties d’'un ensemble E telles que A C B, alors

ACB&sVYaac A=a€B
eVa,a¢ B=a¢ A
<:>‘V’a,a€C'EB:>aECEA
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2.1.3 Intersection et réunion

Définition 2.6 On appelle intersection de deux ensembles E et F, et on note ENF, l’en-
semble des éléments x tels que x € E et x € F.

EnNF={x:2€FE et x€l}

St ENF =@, on dit que E et F sont disjoint.
Définition 2.7 On appelle réunion de deux ensembles E et F', et on note E U F, [’ensemble
des éléments x tels que v € F ou x € F.

FUF={x:z€FE ou z€l}
Propriété 2.2
Soient A, B et C trois ensembles.

1. AnB=BnNA, AUB=BUA.

2. ACAUB, BC AUB.

3. ANBCA, AnNBC B.

4. An(BNC)=(AnB)NC, AU(BUC)=(AUB)UC.

5. AN(BUC)=(ANnB)U(ANC), AU(BNC)=(AUB)N(AUCQ).
Preuve Soient A, B et C trois ensembles.

1. Soitx € ANB,on a:
re€ANB < (x € A)A(z € B)
S (reB)A(xe A
SreBNA
dot ANB=BnNA.

Soit t € AUB, on a:
r€AUB < (x € A)V (z € B)

& (xeB)V(zxe A

sSreBUA

dot AUB=BUA.
2.3. Trivial.
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4. Soit z € AN (BNC)
reAN(BNC)< (re A)A(ze BNO)

s @eAA(zeB)A(xel)

SxeAN(xeB)AN(xel)

S((xeAN(xeB)AN(xel)
s (e ANB)A(z€CO)

srxe(AnB)NC
Dou AN(BNC)=(AnB)NC.

Pour la deuxiéme égalité, méme raisonnement que la premiere égalité.

5. Soit z € AN (BUC)
re AN(BUC) < (xe€ A)AN(x € BUC)

SxeAAN(xeB)V(re))
S((xeAVveeB)A(zre AV (xel))
SxeAUB)A(ze AUQ)

< (AuB)N(AUCQ)
Dou AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).

Pour la deuxiéme égalité, méme raisonnement que la premiere égalité.

2.1.4 Différence et différence symétrique

Définition 2.8 On appelle différence de deux ensembles E et F', et on note E\ F', [’ensemble
des éléments x tels que ©x € E et x ¢ F.

ENF={x:x€FE e x¢F}

Définition 2.9 On appelle différence symétrique de deux ensembles E et F, et on note EAF,
l’ensemble difint par :

EAF = (ENF)U (F\E) = (EUF)\(ENF)

Exemple 2.4
Soient A, B et C' trois ensembles tels que

A=1{0,1,2,3,4,5,6,7}
B=1{0,1,4,5,6}

C=1{0,2,3,4,5}
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— B et C' sont des sous ensembles de A.

- BNC={z:2€B et xeC}=4{04,5}

-~ BUC={z:2€B ou z€C}=1{0,1,2,3,4,5,6}.

- B\C={z:2€B et x¢C}={1,6}

- O\B={r:2e€C e x¢ B}={2,3}.

- BAC ={1,2,3,6}.

- CaB={xe€AJx ¢ B} ={2,3,7}

- CaC={xecA/x ¢ C}={1,6,7}

Théoréme 2.1 Soient A, B deux parties d’un ensemble E. Alors on a les égalités suivantes :
1. Ck(ANB)=CgAUCEB.
2. Cp(AUB) =CgANCgB.

Preuve

1. Soitz € Cp(ANB). Alorsz € Fetx ¢ ANB,doncx ¢ Aoux ¢ B. Donc x € CpA
ouz € CgB. Donc z € CpAU CgB, d’ou l'inclusion

Cg (Aﬂ B) C CEAU CgB.

Réciproquement, Soit = € CrAUCEB. Siz € CpA, alors © ¢ A doncx ¢ AN B, et par suite
ze(Cg (A N B) .

De méme si # € CgB, alors « ¢ B doncx ¢ AN B, et par suite z € Cr (AN B).

Dans les deux cas © € Cg (AN B), d’ou l'inclusion

CEAUCEBCCE(AQB)

La premiére égalité est donc démontrée.
2. Pour la deuxiéme égalité, en posant A; = CgA, B; = CgB et en utilisant Cg (CpA) = A.

2.1.5 Partition d’un ensemble

Définition 2.9 On appelle partition d’un ensemble E, toute famille G C P (F) telle que :

a- Les éléménts de G sont disjoints deux o deux, c’est o dire
VA BeGGANB =g

b- G est un recouvrement de E.

UA=F
AEG

Exemple 2.5
Soit £/ un ensemble tel que :
E ={0,1,2,3,4}
1. La famille
G = {{07 1} ) {2} ) {37 4}}

est une partition de F.

2. La famille

G = {{O’ 1} ) {2} ) {2’ 3, 4}}

n’est pas une partition de F, car {2} N1 {2,3,4} = {2} # @.
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2.1.6 Produit cartésien

Définition 2.10 Soient E, F deux ensembles.
On appelle produit cartésien de E et F, et on note E X F, l'ensemble des couples (x,y) tels
que x € et y € F.

ExF={(x,y)/re EetyecF}

Exemple 2.6
Soient F, I’ deux ensembles tels que :

E={1,2,3,4} et F ={a,b,c}

Alors,
(1,a),(2,a),(3,a),(4,a),(1,0),(2,0),(3,b),(4,b),
ExF=
(1,¢),(2,¢),(3,¢),(4,¢)
(a’7 1) ? <b7 1) Y (C7 ]‘) Y (a7 2) Y (b7 2) Y (C’ 2) Y (a’ 3) Y (b’ 3) Y
FxFE=

<C7 3) ) (a7 4) Y (b7 4) ) (C7 4)
Remarque 2.1 £ x F'=F x E si et seulement st EE = F.

2.2 Applications

Définition 2.11 On appelle application d’un ensemble E dans un ensemble F', toute corres-
pondance f entre les éléments de E et ceux de F' qui a tout élément x € E fait correspondre
un unique élément y € F noté f ().

f:E—F

— -FE : ’ensemble de départ.

— F' : l’ensemble d’arrivée

— x : Dantécédent de y par f.

— y = f(x) : l'image de x par f.

(f : E — F est une application) < (VYx1,29 € E (217 = 22 = f (21) = f (22)))

Exemple 2.7

1.
f:R—=R

— _1+1‘2

f est une application.
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g:N—N

T N\T
g n’est pas une application. (Par exemple I’élément = 3 n’a pas une image par g).

3. L’application identité Id

Id:EF— FE
z—Id(z)=x

2.2.1 Egalité deux applications

On dit que deux applications f,g sont égales si

1. Elles ont un méme ensemble de départ E et un méme ensemble d’arrivée F.
2. Pour tout v € E, f(x) = g(x).

On note f = g.

2.2.2 Compositions d’applications

Soient f: E — F et g: F — G deux applications. On note g o f I'application de E dans G
définie par :

Ve € E,(go f)(z) =g (f (z))

Cette application est appelée composée des applications f et g.

2.2.3 Restriction et prolongement

Soient f une application de E dans F et AC E C G.
La restriction de f a A est définie par :

flatA—F

z = fra(a) = f(x)

On appelle prolongement de f o G, toute application g : G — F telle que pour tout x €
G,9(x) = f(x).

On dit aussi que f est un prolongement de f 4.

2.2.4 Injection, surjection et bijection

Soient E, F deux ensembles et f une application de E dans F.
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Injection

On dit que f est une application injective si et seulement si
Vry,z9 € By f(11) = f(72) = 21 = 29

ou

Vay, 20 € By 1y # 39 = f(21) # [ (22)

Exemple 2.8
Soit f : RT™ — R une application définie par

Vz € RY, f(z) = 22

Soient x;, 19 € R
f(a1) = f () = 27 = 23

= (21 + x2) (x1 —29) =0

= T1 = To.

Donc, f est une application injective.
Exemple 2.9
Soit g : R — R une application définie par

Vo € R, g(z) = 2* + z.

Soient 1,z € R
g(z1) =g (12) = 22 + 211 = 25 + 2o

= (.731 —5172) (.731 +$2> + (1’1 —332) =0

= (ZL‘l —[Eg) (1+I’1+[L‘2) =0.
Donc, on peut trouver deux éléments différents ont méme image. Par exemple pour z; = 2
et x5 = —3ona: g(r1) = g(x2) = 6.
Alors, g n’est pas une application injective.

Surjection

On dit que f est une application surjective si
Vye F,dz € E; y= f(x)

Exemple 2.10
Soit f: R — {2} — R — {3} une application définie par

Vr € R — {2}, f(z) = 32l

r—2

Soit y € R — {3}, on cherche un élément = de R — {2} §'il existe tel que y = f(x).
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On a: -
y=[f)=y="7"5
=yr—2)=3r+1

_ 2y+1
= T = ;JT3
r e R—{2}7
Par ’absurde, supposons que x = 2 et on cherche une contradiction.
r=2o 2l —9
y—3

S2y+1=2(y—3)
& 1= —6.

Qui est impossible. Donc d’aprés le principe de raisonnement par ’absurde, on déduit que

x # 2.

D’ou f est une application surjective.
Exemple 2.11

Soit g : R — R une application définie par

Vr € R, g(x) = 2* + 3x.

Soit y € R, on cherche un élément = de R s’il existe tel que y = g(x).

On a:
y=g(r)=>y=12*+3x

=2°+3r—y=0
Cette équation admet des solutions pour y € [—%, +00 [ . Donc pour y ¢ ] —00, —% [, I’élément
y n’a pas d’antécédent.
Alors, g n’est pas une application surjective.
Bijection
On dit que f est une application bijective si f est une application injective et surjective.

Vye F,lz € E; y= f(x)

Exemple 2.12
Soit f: R — {2} — R — {3} une application définie par

vaR_{Q}af(m)ZBxLl

r—2 "

f est une application surjective (voir 'exemple 2.10).
Reste & montrer que f est une application injective.
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Soient 1,5 € R — {2}

flan) = f(w) = T = 525

= B+ 1) (12— 2) — (21— 2) Bza +1) =0

= T1 = To.

Donc, f est une application injective.

D’oul f est une application bijective.

Théoréme de la bijection :

Si f continue et strictement croissante (Resp : strictement décroissante ) sur un intervalle

la, b], alors f réalise une bijection de [a,b] sur [f (a), f (b)] (Resp : [f (D), f (a)])-
(Cela vaut aussi pour un intervalle ouvert).

2.2.5 L’application réciproque

Si f : E — F est une application bijective, alors il existe une unique application g : ' — E
telle que
gof=1I1dg et fog=Idp.

L’application g est appelée l'inverse ou la réciproque de f et on note :
g=1r"
Exemple 2.13
Soit f: R — {2} — R — {3} une application définie par
VxER—{2},f(x):%.
f est une application bijective (voir 'exemple 2.12), alors elle est inversible et on a :

fR- {3} R - {2)

2z+1
r—3

€T —
Proposition 2.1 Soient f: E — F et g: F'— G deux applications, alors :
1. (f est injective) A (g est injective) = (g o f est injective) .
2. (f est surjective) A (g est surjective) = (g o f est surjective) .
3. (f est bijective) A (g est bijective) = (g o f est bijective et (go t=f"1o g).

Preuve
1. Supposons que (f est injective) A (g est injective) et montrons que g o f est injective.
Soient a,b € F, on a :

(gof)(a)=1(gof) ()= g(f(a))=g(f(?))
= f(a) = f(b) (car g est injective)

=a=0>b (car f est injective),
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ce qui montre que g o f est une application injective.

2. Supposons que (f est surjective) A (g est surjective) et montrons que g o f est surjective.
Soit z € GG, comme ¢ est surjective, alors il existe y € F tel que z = g(y).

Comme y € F et f est surjective, alors il existe z € F tel que y = f(x), donc z = g(y) =
9(f(z))

On déduit que pour tout z € G il existe z € E tel que z = g(f(z)).

Ce qui montre que g o f est une application surjective.

3. Supposons que (f est bijective) A (g est bijective) et montrons que

(g o f est bijective et (g o f)_1 =flo g_l).

De 1 et 2 on déduit que g o f est une application bijective.

Soit z € G, alors il existe y € F et € E tel que z = g(y),y = f(x) et z = g(f(x)).

Donc,

y=9"'(2)
= f"y)
z=(gof) " (2)
Alors,
(go )y () =a=f1y) =fo () =(fTog™)(2)
D’ou

(gof) ' =fTlog!
Proposition 2.2 Soient f : E — F et g : F' — G deux applications telles que F' C I,
alors :

1. (go f est injective) = (f est injective) .
2. (g o f est surjective) = (g est surjective).

Preuve
1. Supposons que (g o f est injective) et montrons que (f est injective)
Soient a,b € E, on a :

fla)=f()=g(f(a))=g(f(b)) (car g est injeetive) une application
= (9o f)(a)=(gof) ()
=a=0>0 (car go f est injective),

ce qui montre que f est une application injective.

2. Supposons que (g o f est surjective) et montrons que (g est surjective).
Soit z € G, alors il existe z € F tel que z = (go f) (x) = g (f (z)).

Dong, il existe y = f (z) € F tel que z = g (f (x)) = g (v) .

On déduit que pour tout z € G il existe y € F' tel que z = g(y).

Ce qui montre que g est une application surjective.


DELL
Highlight

DELL
Strikeout

DELL
Typewriter
une application


2.2 Applications 38

2.2.6 Image directe - Image réciproque

Soient E, F deuxr ensembles et f une application de E dans F.
Définition 2.12 On appelle image directe d’un ensemble A C FE, l’ensemble

fA)={f(z) /= e A}
Définition 2.13 On appelle image réciproque d’un ensemble B C F, l’ensemble
f71(B)={z€E/ f(z) € B}
Proposition 2.3 Soient f: E — F une application et A,B C E et M, N C F. Alors :

B | /(AUB)=f(AUf(B).
(ANB) C f(A)Nf(B).

H(MUN) = fTHM)U TN
MAN)=fTH M) TN

f
f
f
fH(CrM) = Cpf~ (M).

2.
3.
4.
5.
Preuve

1. Soit y € F, alors

ye f(AUB)< Jr € AUB,y = f(x)

S dr((reAvre B)A(y= f(z)))
Sdr((reANy=f(z))V(re BAy= f(z)))

& (Ar,(z e ANy = f(x)V (Fz,(x € BAy = f(x)))
S yef(A)V(yef(B)

yef(AUf(B)

d'ou f(AUB) = f(A)U f(B).
2. Soit y € F, alors

yef(ANB)s r e ANB,y= f(x)

e dx((re Arz e B)A(y=f(2))

& Jr((ze ANy = f(@)) Az e BAy = [f(z)))

= (Fr,(zr € ANy = f(2))) A Bz, (x € BAy = f(2)))
= (e fA) Ay e f(B)

=ye f(A)N[f(B)
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d'ou f(ANB)C f(A)Nf(B).
3. Soit x € F, alors
re€f'(MUN)& f(z) e MUN

& (f(x) e M)V (f(z) € N)
& (ze ffH(M)V(ze fT(N)

=z e fTH(M)UST(N)

dou fTL(MUN) = fL(M)u f71(N).
4. Soit = € FE, alors
re ' (MNN)& f(zr)e MNN

& (f(x) e M)A (f(z) €N)
& (@e (M)A (xe fTHN)

=z € fH(M)N f7H(N)

dou fFAE(MNN)=f1t(M)nf1(N).
5. Soit x € F, alors
S fil (CFM) 54 f(.fL’) e CrM

& (f(z) e F)A(f(x) & M)
S @eb)N(z ¢ [ (M)

=T e CEf_l (M)
don f~1 (CpM) = Cpf~' (M)

2.3 Exercices

Exercice 1
Soit E = {a, 8,7} un ensemble. Peut-on écrire :

(a) —a€eE (b)—aCE (¢)—{a}CE

(d—oCE (e)—@€kE (f)—{9}CEFE

Solution

On peut écrire (a) —a € E  (¢)—{a} CE (d)—-@CE.

(a) — a € E vraie, car « est un élément de 1’ensemble E.

(b) —a C E n’a pas de sens puisque a n’est pas un ensemble.

(¢) — {a} C E vraie, car {a} est un sous ensemble de E.

(d) — @ C E vraie, 'ensemble vide est inclu dans tous les ensembles.
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(e) — @ € E, 'ensemble vide n’est pas un élément de F.
(f) — {2} C E faux.

Exercice 2

Soient A =1{0,1,2,3} et B=1{0,2,4,6}. Décrire les ensembles ANB, AUB et AX B.
Solution

Décrire les ensembles AN B, AUBet Ax B

1. AnB
ANB={z/zr € Aetx € B}
:{072}
2. AUB
AUB = {x/xz € A ou x € B}
=4{0,1,2,3,4,6}
3. Ax B

Ax B={(z,y)/re Aetyec B}
(0,0),(0,2),(0,4),(0,6),(1,0),(1,2),(1,4), (1,6),

(2,0),(2,2),(2,4),(2,6),(3,0),(3,2),(3,4),(3,6),

Exercice 3
Soient A, B et C trois parties d’un ensemble E.

Montrer que :
ANB=ANC& ANCE =ANCE

Solution
i- (=) On suppose que ANB=ANC
Soit z € ANCE,

On a :
r¢ B=x¢ANB
=c¢ANC
reAetx g ANC=a¢C
=z € CY,
donc
reANCE

On a prouvé 'inclusion

ANCEcAnCE
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En échangeant B et C', on obtient I'inclusion contraire, donc par double inclusion
ANCE=ANnCE

ii- (<) On suppose que ANCE = AN CY, en utilisant Pimplication précédente avec CE et

e,
Soit z € AN B,
On a :
r¢CE=2¢ ANCE
=z¢ ANCE
reAet ANCE = x ¢ CY
=x e,
donc
reANC
On a prouvé 'inclusion
ANBCANC

En échangeant C5 et C¢, on obtient I'inclusion contraire, donc par double inclusion
ANB=ANC
Alors, d’aprés (i) et (ii), on déduit que
ANB=ANC& ANCE =ANCE

Exercice 4
Soient A, B deux parties d’un ensemble E. On suppose que

ANB#+ @, AUB#+#E,A¢ B, B¢ A
On pose :
Al :AHB,AQ :AF\ICE,A?,:BHCS,AZLZCEUB

Montrer que :

1. Ay, Ay, Az, Ay sont non vides.

2. Ay, Ay, Az, Ay sont deux o deux disjoints.
3. A1UA2UA3UA4 =F.

Solution

1. Ay, Ay, Az, Ay sont non vides. On a;

A1 =ANB#@, daprésl’énoncé.

Ay =ANCE=ANB+#g, car A¢ B.
A3 =ANCg =B\ A+#2, car B¢ A.
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Ay =08 =E~(AUB)# @, car AUB#E.

2. Ay, Ay, Az, Ay sont deux & deux disjoints.
On démontre que

ANA; =2 avec i#j et i,j€{1,2,3,4}
AiNAy=(ANB)N(ANCE)

=ANBNANCE
= (ANA)N(BNCE)
=ANg

=
AiNA;=(ANnB)N(BNCH)

=ANBNBNCh
=(BNB)N(ANCy)
=BNo

=0
AiNAs=(ANB)n (CAYP)

=(ANB)N (CNCE)
=ANBNCaNCE
=(AnCcHn(BNCE)
=oNg

=2
AyNAs=(ANCE)n (BN Cy)

=ANCENBNCYH
=(AnCHn(BNCE)
=oNY

=g
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Ay N Ay = (ANCE) N (CAYB)
= (AnCE)n (CEnCE)
=ANCENCENCE
= (AnCf)n(cEncp)
=oNnCE

=o
AN Ay = (BNCE) N (CR05)

= (BNCH) N (CANCE)
=BNCaNC4ENCE
=(BNnCE)n(CanCy)
=onCcs

=g
3. AUAUA3UA, = F

AjUAUA3UA = (ANB)U(ANCE) U (BNCy) U (CuvP)
=(ANB)U(ANCE)U(BNCH U (CHNCE)
=[(AnB)u(AncCElu(BnCHu(CanCE)]

=[(AuA)N(AUCE)Nn(BUA)N(BUCE)]
ul(BuCi)n(BUCE)Nn (Cauli)n(CAuCE)]

=[AN(AUCE)N(BUANE]U[(BUCHNENCEN (CAUCE)]
— [AN ((AUCE) N (BUA)] U[CEN (BUCE) N (CAUCE))]
=[An(Au(BnCE))ulcin(Cau(BUCE))]
=[AN(Au@)U[Cin (CHUE)]
=AUCH
=F

Exercice 5
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Soit f: R — R une application définie par

1. f est-elle injective ? surjective ¢

2. Montre que f(R) =[-1,1].

3. Montrer que la restriction g : [—1,1] — [—1,1], g(z) = f(x) est une bijection.
Solution

1. f est-elle injective ?

Soient z1, 19 € R

Flo = Flow) = 22 = 22
=2z (1+23) — 229 (1 +23) =0

= (.171 — Ig) (1 — l’lxg) = 0.

Donc, on peut trouver deux éléments différents ont méme image. Par exemple pour z; = 2
etz = gona: f ()= f () = 3.

Alors, f n’est pas une application injective.

f est-elle surjective ?

Soit y € R, on cherche un ¢élément = de R §'il existe tel que y = f(x).

On a :

y=flr) &y= %

Sy’ —2r+y=0

Cette équation admet des solutions pour y € [—1,1]. Donc pour y ¢ [—1, 1], 'élément y n’a
pas d’antécédent.
Alors, f n’est pas une application surjective.
2. Montre que f (R) =[-1,1].
L’équation y = f(x) a des solutions réelles si et seulement si A =4 (1 —4?) >0, donc il y a
des solutions si et seulement si y € [—1, 1].
Ainsi,
f(R) = [=1,1]
3. Montrer que la restriction ¢ : [—1,1] — [-1,1], g(x) = f(z) est une bijection.
Soit y € [—1, 1], on cherche un élément unique x € R tel que y = g(z).
Siy €]—1,0[U]0, 1], alors les solutions possibles sont

1—+/1—y2
Tr = Y
Y
ou
14+4/1—y2
Tr =

La deuxiéme solution n’appartient pas a [—1, 1] (elle est strictement supérieure a 1 si y > 0,
et strictement inférieure & —1 si y < 0).
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D’autre part

I VA y _
T =—" —1+\/1_y2€[ 1,1]
En effet,
1<1+4/1—-92=0< L <1
1—y?
Donc,
—1<—F—<y<——<1
144/1-y2 144/1-y2

Si y = 1, ’équation g(z) = 1 a pour unique solution z = 1.

Si y = —1, ’équation g(x) = —1 a pour unique solution = = 1.

Si y = 0, ’équation g(x) = 0 a pour unique solution x = 0.

Dans tous les cas, on a prouvé que pour tout y € [—1,1], I'équation g(z) = y admet une
unique solution avec x € [—1,1]. Nous avons bien prouvé que g est une bijection.

Exercice 6

Soit f: R — R une application définie par

Ve € R, f(z) = 2%+ 3z + 1.

et soit A =[-2,1].

1. Déterminer l'image directe de A par f.

2. Déterminer l'image réciproque de A par f.
Solution

1. Déterminer ’image directe de A par f.
Par définition, on a

F(A) =A{f(x) [z € A}
On cherche toutes les valeurs prises par f(x) lorsque x parcourt [—2,1].
On a
2
f@)=(z+3)" -3

donc
reEAs -2<xr<l1
3 3 3
1 35
@y STHESS
32 ~ 25
S0<(v4+3) <P
5 3\2 5
©-1<(e+3) -§<5
Alors,

f (A> = [_%7 5}
2. Déterminer ’image réciproque de A par f.
Par définition, on a

J7HA) ={z eR/f (z) € A}
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donc,

Alors,
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