Chapitre 4

Structures Algébriques

4.1 Loi de composition interne

Définition 4.1 Soit E un ensemble.

On appelle loi de composition interne (L.C.1) sur E, toute application de E x E dans E.

Exemple 4.1

— Les lois de composition définies par ’addition et la multiplication sur les ensembles N, Z,
Q, R sont des lois internes.

— Soit E un ensemble quelconque. Soient X,Y € P(E), la loi de composition (X,Y) — XUY
est une loi interne sur P(E).

4.1.1 Partie stable

Définition 4.2 Soit x une loi de composition interne dans un ensemble E.
On dit que la loi * est stable par rapport l'ensemble F C E si

Ve,yec F, xxyeF.

4.1.2 Propriétés d’une loi de composition interne

Soient x et A deux lois de composition interne dans un ensemble E.

1. La lov * est dite associative si et seulement si :
Ve,y,z € B, (zxy)*xz=xx%(yx*z2)
2. La loi x est dite commutative si et seulement si :
Ve,y€e E, zxy=yx*xuzw
3. La loi x admet sur E un élément neutre (noté e), si et seulement si :
deec E\zNx € B, rve=exx ==z

L’élément neutre, lorsqu’il existe, est unique. En effet, supposons que €' est un autre
élément neutre pour la loi *, alors ¢ = ¢ xe=exe =e.
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4. L’élément v € E admet un élément symétrique, noté, x’ si la loi x admet un élément
neutre e et si

rxr =x'xx=c¢e

Le symétrique x' de x € E est unique pour la loi x. En effet, soit " un deuxieme
élément symétrique de x. En utilisant [’associativité de la loi x, on obtient

/ /

T =exzx !

" "

=" xx)x2' =" x (x*x2')=1"xe=1".

5. x est distributive par rapport & A, si et seulement si :

rx (yAz) = (zxy) A(x * 2)
Vr,y,z € E,
(yAz)xx = (y xx) A(z *x)

6. On dit que l’élément a est régulier si

rTxa=y*xa=T=1Y
Vo,y € F, et

a*xr=axy=1xr=1y

Proposition 4.1

Soit Y% une loi de composition interne dans un ensemble E, associative et admettant un
élément neutre e, alors

— si a et b sont deuz éléments inversibles (symétrisables), alors (a¥kb) est inversible et on
a:

(akb)™t =b'a!

— Tout élément symétrisable dans (E, %) est régulier.
Preuve
1. Soient a,b € F deux éléments inversibles, alors

(a%ed) % (b~ a™t) = ad (bkb™!) da™?
= aveka

=a%a !

De la méme maniére on montre que
(b~ 'Ya™1) % (akb) = ¢
d’ott on déduit que (a¥%b) est inversible et que

(a%d)™' = b 9a™?
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2. Soit # € E un élément symétrisable dans E, alors 2! existe et pour tous a et b dans F,
on a :

akr = bkr = (akz) kz ' = (bkz) kz™?
= ak (zkz7!) = bk (zkx1)
= ake = bke

=a=5b

Ce qui montre que z est régulier a droite de .
De la méme maniére on montre que z est régulier a gauche de .

4.2 Groupes

Définition 4.3 Soit G un ensemble muni d’une loi *. On dit que (G, %) est un groupe si et
seulement st

— x est interne dans G.

— *x est associative.

— % admet un élément neutre dans G.

— Tout élément de G admet un symétrique pour la loi *.

Et si de plus * est commutative, on dit que G est un groupe abélien (ou commutatif ).
Exemple 4.2

Soit E =]—1,1]. On définit sur E la loi * par

_ a+b
Va, b€ E, axb= {7

Montrer que (E, %) est un groupe abélien.
1. Montrer que * est interne, c’est a dire

Ya,be E, axb e F.

Soient a,b € E, on a :
a,be E=|abl <1

=14+ab>0

Donc,

a*beE®—1<fj€f’b<1

= ‘f:;bl <1

& la+b < |1+ abl=1+ab

Sla+b—1—ab<0
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Premier cas : si a + b < 0, alors

la+bl—1—ab=—-a—-b—1—ab

— —a(l+b)—(1+)

=—(1+a)(l+b) <0
Deuxiéme cas : si a + b > 0, alors

la+b—1—ab=a+b—1—ab

—a(1-b)—(1-b)

—(1-a)(1-0)<0
Dans les deux cas, on déduit que la loi * est interne dans F.
2. La loi * est commutative, c’est a dire

Va,be E, axb=">bxa.
Soient a,b € E, on a :

_ atb _ bta __
axb= 1+ab 1+ba_b*a

donc, * est commutative.

3. La loi * est associative, c’est a dire

Va,b,c € E, ax (bxc) = (axb)x*c.
Soient a,b,c € E, on a :

ax*(b*c)= a*lbjrrlfc

b+c
_ a+ 1+bc
- b+c
1+a 1+be

_ ( a+abc+b+c

) X (T5etabrac)

1+bc+ab+ac

__ a+btctabe
~ 1+bct+abtac?
et

(a*b)*c= l‘lj;’b*c

a+b

_ Ifapt€

- a+b
1+ 14+ab ¢

= (a+b1f;gabc) X (1+aiiilt):+bc)

__ atbtctabe
~ 1+4ab+tactbe”
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4. La loi * est admet un élément neutre, c’est a dire
dee E.Nae E, axe=exa=a.

Soit a € F, on cherche un élément e dans E tel que a xe =exa = a.
On a :

_ ate __
a*e—a<:>—1+ae—a

Sa+e=a+a’e
Se(l—ad?)=0
=e=0, car |a| <Ll
Comme la loi * est commutative, alors
Oxa=ax0=a,

donc, * admet un élément neutre e = 0.
5. Chaque élément de E admet un symétrique dans E, c’est a dire

Yae FE, da' € E, axa =d xa=e.

Soit a € E, on cherche un élément o’ dans E tel que axa’ = d' *xa = e.
On a:

’ ata’
a*xa —e<:>1+aa,—0
Sa+d =0,
sSa =—-a€FE.

Comme la loi * est commutative, alors
a*xa=axa =0,

donc, chaque élément a de F admet un symétrique ' = —a dans E.
Finalement, (F, %) est un groupe abélien.

4.2.1 Sous-groupe

Définition 4.4
Soit (E,*) un groupe, on appelle sous groupe de (E,*) tout sous ensemble non vide F de E
tel que la restriction de * a F' en fait un groupe.
Proposition 4.2 Soient (E,x) un groupe d’élément neutre e et F' un sous ensemble de E.
On dit que F est un sous groupe de E si et seulement si
- ()

ecF
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Ve,y€e F, rzxy€F

VeeF, z'eF

Exemple 4.3
1. Soit (E,*) un groupe d’élément neutre e. Alors, Fy ={@}et Fy = E sont des sous groupes
de F.
2. L’ensemble
nZ ={nk | k€Z}, avec n€N

est un sous groupe de (Z,+)
Proposition 4.3
Soient (E,*) un groupe et F un sous ensemble de E.
On dit que F' est un sous groupe de E si et seulement si
- ()
F 40
- (i)
Voe,y € F, zxy1ecF
Preuve
(i) (=) Soit F' un sous groupe de (FE,x*), alors
— % a un élémnt neutre dans I, donc F # ().
— Soient x,y € F, comme F muni de la restriction de % est un groupe alors y~
F et comme F' est stable par rapport & * on déduit que z *y~! € F.
(ii) («=) Soit F' un sous ensemble de E tel que

I existe dans

F#0
Ve,y e F, zxy ' €F

Montrons que F' muni de la restriction de * est un groupe.
(1) Comme F' # () alors il existe a € F' et d’apres la deuxieéme hypothese

e=axa ' EF,

ce qui montre que la restriction de x admet un élément neutre e dans F'.
(2) Soit x € F, c omme e € F alors d’aprés la deuxiéme hypothése on aura

rl=exz  €F,

ce qui montre que tout élément x de F est inversible dans F' par rapport a la restriction de
xa F.
(3) La restriction de * a I est une loi de composition interne, car pour tous = et y dans F,
d’aprées (2) on a

yleFl


DELL
Typewriter
 {e}
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et en utilisant la deuxieme hypothése on déduit que
x*y:x*(y_l)fl eF

(4) La restriction de x & F' est associative, car * est associative dans E.
Proposition 4.4
Soient (E, ) un groupe d’élément neutre e et Fy, Fy deux sous groupes de E. Alors Fy N Fy
est un sous groupe de E.
Preuve
Notons F'= F; N F,. On a :
(i) F # 0, car e € Fy, Fs.
(ii) Soient =,y € F
r,yeF=xye 1Nk

= (z,y € F1) et (z,y € F)
= (zxy € ) et (rxy € F)
= (zxy € F1NFy)

=>zrxy € F
(iii) Soient z € F
reF=xeFiNk,
= (x € F1) et (x € FY)
= (@ leR)e (z7! € )

= (e iNF)

=z leF

De (i), (ii) et (iii) on déduit que F} N F; est un sous groupe de E.

Remarque En général, la réunion de sous groupes n’est pas un sous groupe.

Exemple 4.4

On considére le groupe (Z,+). On a (2Z,+) et (3Z,+) sont deux sous groupes de (Z,+)
mais (27 U 3Z,+) n’est pas un sous groupe de (Z,+), car

2,3€2ZU3Z et 2+3¢2ZU3%Z

4.2.2 Groupe quotient

Soient (E, ) un groupe et F' un sous groupe de E. On définit une relation binaire R sur E
par :
Va,bce E, aRbsaxb!lcF

R est une relation d’équivalence sur E.
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En effet, pour a,b,c € E on a :
(i) R est réflexive, car

axat=ecF, car F estun sous groupe de E,

donc, a R a.
(ii) ;R est symétrique, car
aRb=axb el
= (@xb ) leF

=bxateF

=bRa

(iii) R est transitive, car
(aRD)et (BRc) = (axbr eF)et (bxcteF)
= (axb Y *x(bxc )€ F, car F est un sous groupe de E
=ax*x (b lxb)xc ' €F, car x est associative,
=axctel

=aRc

On note E/F l'ensemble quotient E/R. On définit sur £/F x E/F Popération & par :

v(a,b) € E/[F x E/F, a®b = axb

Proposition 4.5

Si (E, %) est un groupe abélien, alors (FE/F,®) est un groupe abélien, appelé groupe quotient
de E par F.

Preuve

(1) & est une loi de composition interne,

On montre que * est une application de E/F x E/F dans E/F.

Soient a, 6, e, d € E/F, montrons que

(a,b) - (c,d) = a®b = cad
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Supposons que (a, b) = <'C, d), alors : Vo € E,
T€ a®b S xe axb
& R (a*b)
szx(axb) el
SrxblxalecF
= (xxbtxa ) x(axct) € F, car F est un sous groupe
= (x*xb ) *(atxa)xc! € F, car * est associative
= (x*xb Hxctel
= ((xxb D xcHx(bxdt) € F, car F est un sous groupe
= ax*x (b xb)xcxd™t € F, car x est associative et commtative
=zxctxdteF
=zx(dxc) e F
= a2 (d*c)
= 2R (c*xd), car * est commtative
=T Ec m
sze t®d
donc _ .
adb C chd,
et de la méme maniére on montre que
cdd C adb,
par suite : . .
adb = cdd,

ce qui montre que la loi @ est interne dans E/F.
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(2) @ est associative, car Va, 6, c€FE/F,ona
a@(waazza@<ﬁﬁ)
= ax(br)
= W , car * est assoctative
= (a ¥ b) dc

— @@@@é

(3) ® admet un élément neutre,
Si e est ’élément neutre de x, alors e est I’élément neutre de @, car Va € E/F, on a

a®e = axe = a
et
eda =exa = a
(4) Tout élément est inversible,
Soit @ € E/F, alors (a) ' =a !
a® (@) = axal = ¢
et
(@) ' @i =alxa = é

(5) @ est commutative, car Vd,b € E/F,on a

ambh = a;kb

= bxa, car *x est commutative

- bDa

De (1), (2), (3), (4) et (5) on déduit que (E/F,®) est un groupe abélien.

Exemple 4.5

On sait que nZ est un sous groupe de (Z,+) avec n € N. Donc (Z/,Z,®) est un groupe
quotient.



4.2 Groupes 75

4.2.3 Groupe des permutations

Définition 4.5 Soit E un ensemble non vide .

On appelle permutation de E , toute bijection o : E — E.

Définition 4.6 Lorsque l'ensemble E = {1,2,3,...}, on note S, le groupe des permutations
de E.

S, est un groupe fini de cardinal n! que l’on appellera le groupe symétrique d’ordre n.

Une permutation o € S, se note :

B 1 2 3 n
7T\o) o(2) o) o (n)
Exemple 4.6
Supposons que F = {1.2,3,4}, soient o, ;1 deux permutation de S, telles que :
1 2 3 4
g =
3 1 2 4
et
1 2 3 4
/J/ =
4 1 3 2
On a:

p(l)=4,p(2)=1p(3)=3,u(4) =2,

On peut calculer ¢ o u comme suit :

Exemple 4.7 Déterminer les permutations de l’ensemble E = {1.2,3}.
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Dans ce cas, on a : S3 = {01,09,03,04,05,06} tel que :

1 2 3 1 2 3
o1 = :[d37 02 =
1 2 3 1 3 2
1 2 3 1 2 3
03 = ) 04 =
3 2 1 2 1 3
1 2 3 1 2 3
0-5: 9 0-6:
2 3 1 3 1 2

(53, 0) est un groupe non commutatif.

4.2.4 Homomorphisme de groupes- isomorphisme de groupes

Soient (E,x) et (G,A) deux groupes, avec e et h leurs éléments neutres respectifs.
Définition 4.7
Une application f : E — G est appelée homomorphisme de groupes de E dans G si :

Va,be E, f(axb) = f(a)Af (D)

— Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme (de groupes) de E sur G. On dit alors
que E est isomorphe a G, ou que E et G sont isomorphes.

- 8t E =G, on dit que f est un endomorphisme de E, et si de plus f est bijective, on dit
que f est un automorphisme (de groupe) de E.

Exemple 4.8

Soient f et g deux applications telles que :

f(R+) = (R, x)

T e’

et
9:(R*,x) = (R, +)

x +— In|z|

Pour z,y € Ret a,b € R* on a
fla+y)=e

=ef x eY

= [(z) x [ (y)
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et
g(axb)=1Inla x b|

=Inla| + In |b|

=g(a)+g(b)
Alors, f est un homomorphisme de groupes de (R, 4) dans (R*, X) et g est un homomorphisme
de groupes de (R*, x) dans (R, +).
Définition 4.7
Soit f: E — F un homomorphisme de groupes de (E,x) dans (G, A).
— On appelle noyau de [ l’ensemble

ker f = [ ({h}) = {z € E / f (a) = h}

— On appelle tmage de f ’ensemble

Imf=f(E)={f(z) [z e E}

Proposition 4.6
Soit f: E — F un homomorphisme de groupes de (E,x*) dans (G,A). Alors
1.

2.Vx e F,

Preuve
1. On a

flexe)=f(e)=hA fle)

et comme f est un homomorphisme on déduit que

fle) Af(e)=hAfl(e)

et comme tous les éléments du groupe (G, A) sont réguliers, on dé duit que

fle)=nh
2. Soit z € E, on a

et
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On dé duit que

Proposition 4.7

Soit f: E — F un homomorphisme de groupes de (E,*) dans (G,A). Alors
1. Limage d’un sous groupe de E est un sous groupe de F'.

2. Limage réciproque d’un sous groupe de F est un sous groupe de E.
Preuve

1. Soit £’ un sous groupe de E .

(i) On a e € E', car E' est un sous groupe de F, donc

fle)e f(E),
par suite
f(E) #0.
(ii) Soient a,b € f(E'), alors il existe z,y € E’ tels que a = f(x) et b = f(y), donc

a AbTH=f(x) A (f)7 = f2) A fy™h) = flwxy™)

et comme £’ est un sous groupe de E alors x x y~* € E' | par suite

a A= flzxy™h) € f(E),

de (i) e t (ii) on déduit que f(E’) est un sous groupe de F.
2. Soit F” un sous groupe de F', alors
(i) f(e) = h et comme F’ un sous groupe de F', alors

heF,

donc e € f7Y(F").
(i) Soient x,y € f~*(F"), alors
f(z), fly) € F,

et comme F’ estun sous groupe de F’, alors
f@A(fy) e F' e f(2)Af(y ) € F
& f(rxy™t) e,

ce qui montre que
rxyte fHF).

De (i) et (ii) on déduit que f~*(F’) est un sous groupe de F.

Proposition 4.8

Soit f: E — F un homomorphisme de groupes de (E,x) dans (G,A). Alors
1. f est injective si et seulement si ker f = {e}.

2. [ est surjective si et seulement si Im f = F.

Preuve

Soit f: E — F un homomorphisme de groupes.
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1. (=) Supposons que f est injectif.
On a
e € ker f.

Montrons que ker f C {e} .
Soit x € ker f, alors f (z) =h

f(x)=he fz)=f(e)
=z =c¢, car [ est injectif
=z € {e}

d’ott ker f C {e}.

(<) Supposons que ker f = {e}.
Soient a,b € F,

fla)=F®)= fla) A (f(0)) " =h

= fa) AfQO7Y) =h

= flaxb)) =h
=axb !t eckerf

= axbl=c ,car ker f = {e}

=a=2>,

ce qui montre que f est injectif.
2. La preuve est immédiate, sachant que

Im f = f(E)

4.3 Anneaux

Définition 4.8

On appelle anneau, tout ensemble A muni de deux lois de composition internes + et e telles

que :

1. (A, +) est un groupe abélien (on notera 04 l’élément neutre de + ).

2. e est associative

3. e est distributive par rapport a +.

Si de plus e est commutative, on dit que (A, +,®) est un anneau commautatif.

Si e admet un élément neutre, l’anneau est dit unitaire.

On note 04 l'élément neutre de + et 14 l'élément neutre de e.
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On note —x le symétrige de x par la loi + (appelé opposé de ) et x~ ' le symétrige de x
par la loi e (appelé inverse de x).

Exemple 4.9

(Z,+, x), (R,+, x), (C,4, x) sont des anneauzx commutatifs unitaires.

4.3.1 Reégles de calculs dans un anneau

Soit (A, +,e) un anneau, alors on a les régles de calculs suivantes :
Pour tous x,y et z € A,

1. 0O pexz =200y =04.

2. ze(—y)=(—x)eoy=—(rey).

B.re(y—z)=(rey) —(rez).

4. (y—z)ex = (yex)— (zex).
Preuve

1. Soit z € A, alors
Opex=(04+04)02=(040z)+(0402)

car e est distributive par rapport a +
comme tous les éléments de A sont symétrisables, on déduit que

0p0x=04.
De la méme maniére on montre que
rze0y4 =04.
2. Soient x,y € A et montrons que x @ (—y) est le symétrique de (r @ y). On a :
(zo(—y)+(zey)=rve(-y+y)=r004=04
comme + est commutative on déduit que
(zo(-y)) = —(zey).
De la méme maniére on montre que
(—z)oy=—(zeoy).

La preuve des propriétés 3 et 4 utilise essentiellement la distributivité de la loi e par
rapport a 4.
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4.3.2 Anneaux intégres

Définition 4.9

Soit (A, 4+, e) un anneau commutatif.

— On dit que y € A* = A~ {04} divise © € A, ou que y est un diviseur de x ou que x est
divisible par vy, si

dze A*, x=yez.

— Si 04 ne posséde pas de diviseur dans A, on dit que (A, +,e) est un anneau intégre ou un
anneau d’intégrité.
— (A, +,e) est un anneau intégre si

Ve,ye A, (zey=04=2=04 ouy=04)
— QOu encore, par contraposition, si

Ve,y€ A, (x#0a et y#£0s4= oy #0y)

4.3.3 Sous anneaux

Définition 4.10

On appelle sous anneau de (A, +,e), tout sous ensemble A" de A tel que muni des restrictions
des lois + et o est anneau.

Si A est un anneau unitaire et 14 € A, on dit que A’ est sous anneau unitaire.
Proposition 4.9

Un sous ensemble A'de A est un sous anneau si et seulement si :

1. A" £ 0,

2.Ve,ye A (z—y) e A

3.Ve,ye A (xeoy) € A

Exemple 4.10

(Z,+, x) est un sous anneau de (R, +, X).

4.3.4 Homomorphisme d’anneaux

Soient (A, +,e) et (B, ®,®) deux anneaux et f: A— — B.
Définition 4.11 On dit que f est un homomorphisme d’anneaux si :

Ve,yc A, fle+y)=f(x)® fly) et flzoy)=f(z)® f(y)

- 51 A= B on dit que f est un endomorphisme d’anneau de A.
— Si f est bijective, on dit que f est un isomorphisme d’anneauz
- St f est bijective et A = B, on dit que [ est un automorphisme d’anneauz.
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4.3.5 Idéaux

Soit (A, +, e) un anneau.
Définition 4.12 On appelle idéal & droite (respectivement & gauche) de l'anneau A, tout
ensemble I C A tel que

1. I est un sous groupe de (A,+),
2. Ve e A, (Vyel), veyc I (respectivement yex € I).

Si I est idéal o droite et a gauche de A, on dit que I est un idéal bilatére de A.

St Uanneau A est commutatif, tout idéal de A est bilatére, et dans ce cas on parle seulement
d’Idéal sans préciser sil l’est a droite, a gauche ou bilatére.

Exemple 4.11

— Soit (A,+,e) un anneau, alors I = {04} est un idéal bilatére de A.

— Dans lanneau commutatif (Z,4, %), nZ est un idéal.

4.3.6 Anneaux quotients

Soient (A, +,e) un anneau commutatif et I un idéal de A. On considére le groupe quotient
(A/I,®), et on définit lapplication ® de A/l x A/I dans A/I par

v(a,b) c AT x AJI, a®b = aeb

(A/I,®,®) est anneau commutatif. Si de plus A est un anneau unitaire, alors (A/I,®,®)

est un anneau unitaire et 14 est son élément unité.

4.4 Corps

Définition 4.13

On dit qu’un anneau unitaire (k,+, ®) est un corps si tout élément non nul de k est inversible.
Si de plus o est commutative, on dit que k est un corps commutatif.

Proposition 4.10

Tout corps est un anneau intégre.

Exemple 4.12

- Q, R, C sont des corps commutatifs pour les lois usuelles +, X.

— (Z,+, x) n'est pas un corps car les éléments de 7 n’ont pas d’inverses pour la loi X.

4.4.1 Sous corps

Définition 4.14

On appelle sous corps, d’un corps (k,+,e), tout sous ensemble k' de k tel que, muni des
restrictions des lois + et ® est un corps.

Proposition 4.11

k' C k est un sous corps de (k, +, ) si et seulement si

1. k' #0
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2. Va,bek',a—betaeb ! ck.

Exemple 4.13

— @ est un sous corps de R pour les lois usuelles.
— R est un sous corps de C pour les lois usuelles.
Proposition 4.12

7./, 7 est un corps si n est premier

4.5 Exercices

Exercice 1
On munit R? de la loi % définie par :

V(z,y), (@,y) R (2,y) Kk (¢,y) = (v + 2/, ye” +y'e™)

1. Montrer que (R?, %) est un groupe.

2. (R?, %) est-il abélien ?

Solution

1. Montrer que (R? %) est un groupe :

(1). Montrer que % est interne, c’est a dire

V(z,y), (' y) € R (z,y) % (+',y) € R%.
Soient (z,y), (¢/,y') € R?, on a :
r+2' eR
et
ye¥ +ye™® €R

Donc,
(.l" + $/’y€z/ + ylefx) c R2

On déduit que la loi % est interne dans R2.
(2). La loi % est associative, c’est a dire

V(z,y), (@ y), (2" y") €R, (z,y) % ((@,9) Kk (z".y")) = ((z,9) % (2, 9) %k (z". ") .

Soient (z,y), («',y), (z",y") € R* on a:

(z,9) % (2, y) K (z",y")) = (z,y) % (fC’ +a',ye” + y"e‘”'>
= (x o'+, ye”””“””// + (y’exﬁ + y"e‘$'> e‘””)

" 10" " 7 ’
— <x+3:’+x ’yex—o—x +y/€—x+m +y e—x—x>7
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et
((z,y) % (2',9) K (27, y") = (z+ 2/, ye” +y/e ) K (27,y")

= (:c +a2' 42", (ye” +ye®) e+ y"e‘af_”')

" s _ " "o ot
:(x_i_xl_'_x’yex—&—x +y/€ r+x _'_ye:v:c),

et donc on a
(z.y) % (@ y) K (27,9")) = ((2,9) % (2.9)) % (2", y") -
(3). La loi % est admet un élément neutre, c’est a dire
I(e1,e2) ER?V (2, y) €R?, (2,y) %k (e1, e2) = (e1,€2) Kk (2,7) = (2,).
Soit (z,y) € R?, on a

(z,y) k (e1,e2) = (z,y) & (z + e1,ye™ + exe™™)

r+e =x
<~
ye et =y
61:0
4
y+ee =y
6120
=
62:()

et
(61762)* (l',y) = (Ivy) g (61 +x’€2€m + yeiel) = (l’,y)

eg1tr==x
<~
ese” +ye 4 =y
61:0
=4
e’ +y=1y
61:()
= )
62:()

donc, % admet un élément neutre (0,0).
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(4). Chaque élément de R? admet un symétrique dans R?, c’est a dire

Soit (x,y) € R?, on cherche un élément (a, b) dans R? tel que (z,y) % (a,b) = (a,b) % (z,y) =
0,0).

On a:
(z,y) % (a,b) = (0,0) & (z 4 a,ye” + be™") = (0,0)
r+a=0
~ )
yet +be =0
a= -z
=
ye r +be ™" =0
a=—x
=
b= —y
et

(a,b) % (z,y) = (0,0) < (a + x,be” + ye~*) = (0,0)

a+x=0
g )
be® +ye =0
a=—x
=
be® + ye® =0
a=—x
<~ )
b= —y

donc, chaque élément (z,y) € R? admet un symétrique (—z, —y) dans R?.
Finalement, (R?, %) est un groupe.

2. (R? %) est-il abélien ?

C’est a dire la loi % est-elle commutative ?

V(z,y), (@, y) € R, (z,y) % (2',¢) = (2, ¢) % (z,9) .

(z,9) % (2',9) = (z+ 2/, ye” +y'e™™)
et
(2, ) % (z,y) = (2 + z,ye” + ye™)
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Pour (z,y) = (1,0) et (2/,y') = (0,1) on a :
(17 O) * (O’ 1) = (17 671)

(0,1)% (1,0) = (1,¢)

D’ot (R?, %) n’est pas un groupe abélien.
Exercice 2
On consideére les permutations suivantes

1 2 3 1 2 3
01 = ) 02 =

1 3 2 2 1 3

1 2 3 1 2 3
03 = ) 04 =

2 3 1 3 1 2

1. Calculer 01009, 01003, 02 003, 030 03, 040 04.
2. (S3,0) est - il groupe commutatif ¢

Solution

1. 01009

1 2 3
3 1 2
De la méme maniére, on trouve
1 2 3 1 2 3
01003 = ) 02003 = =01
3 2 1 1 3 2
1 2 3 1 2 3
03002 = ) 04004 = =03
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2. (S3,0) n’est pas un groupe commutatif, car
09003 7 0300

Exercice 3

Soient (G, x) un groupe et H, K deux sous-groupes de G.

Démontrer que :

H U K est un sous-groupe de G si et seulement si H C K ou K C H.
Solution

(=) En utilisant le raisonnement par 1’absurde.

Supposons que H U K est un sous-groupe de G et que ni H C K, ni K C H.
Soient r € H\ Ketye K\ H.

Puisque H U K est un groupe et que xr,y € HUK,onaxxy € HU K.
Mais si z xy € H, alors

vV x(xxy) =y € H, car H est un sous groupe,

ce qui est une contradiction.
On obtient de méme une contradiction dans I'autre cas possible z xy € K.

V=2 € K, car K est un sous groupe.

(o x) vy~
L’hypothése de départ est donc fausse, alors d’aprés I'absurde on déduit que H C K ou
K CH.
(<)Si H C K, alors HU K = K qui est un sous-groupe de G.
De méme, si K C H, HU K = H qui est un sous-groupe de G.
Exercice 4
Soit

A= {%, m € Z, n entier naturel 'L'mpaz"r’}

Démontrer que (A,+, x) est un anneau. Quels sont ses éléments inversibles ?
Solution

1. Démontrons que A est un sous-anneau de (Q, +, X).
Soienta::%,yzgeA,ona:

— mp
Ty = T4
Comme ng, produit de deux nombres impairs, est impair, et que A # ) (carlg =1 € A), on
déduit que A est un sous-anneau de (Q, +, X).
2. Déterminons les inversibles de A.
Soit x = ' € A inversible, et soit y = £ € A tel que 2y = 1.

I3

xy:l@%: S mqg =np

q
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En particulier, m est nécessairement impair.
m

Réciproquement, si x = ™ avec m impair, alors y = & € A (si m < 0, il suffit d’écrire
n m

y=—")etzy=1

Dong, les inversibles de A sont les éléments ™ avec m € Z,n € N* et m, n impairs.

Exercice 5
Soient + et o deux lois de composition internes dans R? définies par :

V(a,b),(c,d) € R?  (a,b)+ (¢,d) = (a+ c,b+d)
V(a,b),(c,d) € R*  (a,b) e (c,d) = (ac — bd,ad + cb)

Montrer que (R? +, e) est un corps commutatif.
Solution
1. (R?,+) est un groupe abélien
(a). + est commutative
V(@b) (ed) eR (ab)+(ed) =(cd)+(ab)
Soient (a,b), (¢,d) € R? on a
(@,b) + (ed) = (a+c,b+d)
= (c+a,d+0)
= (¢,d) + (a,b)

(b). + est associaive,

V(a,b),(c.d), (e, f) €R? - (a,b) + ((c.d) + (e, f)) = ((a,0) + (¢, d)) + (e, )

Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R, on a
(a,b) + ((¢,d) + (e, f)) = (a,b)+ (c+e,d+ [)
=(a+c+eb+d+f)
= (a+c,b+d)+ (e f)

= ((a,0) + (¢, d)) + (e, f)

(c). Elément neutre

d(er,e9) € R2V (a,b) € R%,  (a,b) + (e1,e2) = (e1, ) + (a,b) = (a,b)
Soit (a,b) € R? on a
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(a,b) + (e1,e2) = (a,b) < (a+e1,b+ e3) = (a,b)
a+e =a

b+€2:b

61:()
A )

62:()

(e1,e2) + (a,b) = (a,b) + (e1,e2) = (a,b),

comme la loi 4+ est commtative, alors

d’ott + posséde un élément neutre Og2 = (0,0) .
(d). Elément symétrique

V(a,b) € R, 3(a,0) € R%,  (a,b)+ (V) = (d,V) + (a,b) = (e1, €2)

Soit (a,b) € R?,
(a,b) + (a',b') = (0,0) & (a +d',b+ 1) = (0,0)

a+ad =0
b+ =0
a =—a
~
b= —b
comme la loi 4+ est commtative, alors

(a',b') + (a,b) = (a,b) + (a’, V') = (0,0),

D’ou tout élément (a,b) € R? est symétrisable et son symétrique est (a’,0') = (—a, —b).
2. e est associative,

V(a,b),(c,d), (e, f) €R? (a,b) e ((c,d)e (e, f))=((a,b)®(c,d))e(e,[)
Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R? on a:

(a,b) o ((c,d) @ (e, f)) = (a,b) ® (ce — df , cf + ed)
= (a(ce —df)—=b(cf +ed),a(cf+ed)+ (ce —df)b)

= (ace — adf — bef — bed, acf + aed + ceb — dfb)
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et
((a,b) @ (c,d)) e (e, f) = (ac — bd,ad + cb) e (e, f)

= ((ac — bd) e — (ad + ¢b) f, (ac — bd) f + e (ad + ¢b))

= (ace — bde — adf — cbf,acf — bdf + ade + cbe) ,

et donc on a
(a,b) @ ((c,d) e (e, f)) = ((a,b) @ (c,d)) ® (e, )

3. e est commtative,
Y (a,b), (c,d) € R2, (a,b)e(c,d) = (c,d) e (a,b)
(a,b) o (c,d) = (ac — bd, ad + cb)
= (ca — db, cb + ad)
= (c,d) e (a,b)
4. o est distributive par rapport a + , V(a,b),(c,d), (e, f) € R?
(a,0) o ((c;d) + (e, f)) = ((a,0) ® (c,d)) + ((a,b) ® (¢, f))
et
((c,d) + (e, ) @ (a,b) = ((c,d) o (a,b)) + ((e, f) ® (a,]))
Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R?, on a
(a,b) ® ((c,d) + (e, f)) = (a,b) @ (c+e,d+ f)
=(a(c+e)=b(d+ f),a(d+ f)+ (c+e)b)

= (ac+ae —bd —bf,ad+ af + cb+ eb),

“ ((a,b) ® (¢,d)) + ((a,b) e (e, f)) = (ac — bd,ad + ¢b) + (ae — bf,af + eb)

= (ac —bd + ae — bf,ad + cb+ af + eb)

donc
(a,0) o ((c,d) + (e, f)) = ((a,b) @ (¢,d)) + ((a,b) ® (e, f))

Comme la loi e est commtative, alors
((c,d) + (e, f)) o (a,b) = (a,0) @ (¢, d) + (e, [))
= ((a,0) o (¢, d)) + ((a,) @ (e, [))
= (¢, d) o (a,0)) + ((e, f) @ (a, 1))
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d’ou e est distributive par rapport a +.
5. Elément neutre par rapport a e

J(a1,az) € R%, Y (a,b) € R, (a,b) e (a1,az) = (a1, a)  (a,b) = (a,b)
Soit (a,b) € R?

(a,b) ® (ay,a2) = (a,b) < (aa; — bag, aay + a1b) = (a,b)

aa; — bas = a

=
aag—l—alb:b
a1:1
A )
CLQZO

comme la loi e est commtative, alors
(alv a2) + (a7 b) = (aa b) + (Cll, a’2) = <a7 b) )

d’ot e posséde un élément neutre 1gz = (1,0)
6. Elément symétrique par rapport a e

V(a,b) € R? — {(0,0)},3(a,V') e R2 — {(0,0)}, (a,b)e(a’,b)=(d,V)e(a,b)=(1,0)
Soit (a,b) € R? — {(0,0)}, on cherche un élément (a’,b’) dans R? — {(0,0)} tel que

(a,b) (@', 1) = (', 1) ® (a,b) = (1,0)

(a,b) e (a',b') = (1,0) & (ad’ — b, ab + a’b) = (1,0)
aa’ — bl =1
all +a'b=0

! a
a = 2402 € R*
= ,
! —b
V= el
comme la loi e est commtative, alors

(@', V) + (a,b) = (a,0) + (a',0') = (1,0),

donc, chaque élément (a,b) € R*—{(0,0)} admet un inverse (%, =% ) dans R —{(0,0)}.
Exercice 6
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1. Est-ce que 23 est inversible dans Z./1n7 ? Si oui, quel est son inverse ?

2. Est-ce que 25 est inversible dans Z/oZ ? Si oui, quel est son inverse ?

Solution _
1. 23 et 121 sont premiers entre eux, et donc 23 est inversible dans Z [1217.
Pour trouver son inverse, il faut résoudre 1’équation de Bezout

23u+121v =1

Avec lalgorithme d’Euclide, on trouve que

121 =23 x5+6
23=6x34+5
6=5x1+1
6=5x1+16-5x1=1
&6—-(23—-6x3)=1
S6x(4)+23x(—1)=1
& (121 —23 x5) x (4) +23 x (1) =1
& 121 x (4) +23 x (=21) =1

Ainsi, I'inverse de ﬁ dans Z/1217Z est 91 — m

2. 5 divise & la fois 25 et 90. Ainsi, 25 n’est pas inversible dans Z/gZ.
Exercice 7

1. Montrer que Z/¢Z admet des diviseurs de zéro. Z/¢Z est -il un corps ?
2. Montrer que Z./57 est un corps.

Solution
1. On sait que

On a: . A .
2x3=0
et

wl
I
|

1 x
Donc, Z/¢Z admet des diviseurs de zéro.

Ce qui montre que Z/¢Z n’est pas un corps.
2. Z/57Z est un corps, car 5 est premier.
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