Corrigé de fiche TD 3 (ALG I)

INF-L1 (2023-2024)

Exercice 1

Dans chacun des cas suivants, la relation ® définie sur F est - elle
réflexive, symétrique, anti-symétrique ou transitive?
1. E=N, x%y@%%eN
Reéflexive
Ve e B, zRzx

Soit x € N, on a
%zméNém%x

Alors, R est réflexive.
Symétrique
Ve,y € E, xRy = yRx

Soient z,y € N, on a
?
xﬁ%yé%%’eN:}%EN

On a

42y y+2x __ 3x+3y __
s+ ="F5"=x+yeN

Alors, y—;Qm €N, car %2‘” € N, ce qui montre yRx.

Alors, R est symétrique.
Anti-symeétrique
Ve,ye E, (zxRyetyRe )= =y

Soient x,y € N, on a

(zRy et yRz ) = (25 € Net %QIEN)éxzy
Pourx=1ety=4,0na
(IR4)et (4R 1)
Dongc, il existe a =1 € Net b =4 € N, tel que
(a%b et BRa ) et (a #£b)
D’ou R n’est pas antisymétrique.

Transitive
Ve,y € B, (aRy et yRz )= 2Rz



Soient z,y,z € N, on a
(zRy et yRz ) = (22 e Net L1222 € N)
> (244 eN)
= (52 +yeN)
= (H22 e N)
= Rz

Alors, R est transitive.

2. E=R, 2Ry < |z| = |y|

Reéflexive

Soit x € R, on a
|z] = |z| = 2Rz

Alors, R est réflexive.
Symétrique
Soient x,y € R, on a
aRy = |z| = [yl = [yl = [z] = yRe
Alors, R est symétrique.

Anti-symétrique
Soient z,y € R, on a

(aRy ot yRe ) = (o] = |y| et |y =|2|) =2 =y

Pourx=1ety=—1,0na

1R (1) et (1) R1
Donc, il existe a =1 € Ret b= —1 € R tel que

(a%b et BRa ) et (a #£b)
D’ou R n’est pas antisymétrique.
Transitive
Soient x,y,z € R, on a

(zRy et yRz ) = ([z] = [y| et |y| = |z[ )
= (lz] =12 )
= ¥Rz

Alors, R est transitive.



3. E=72 (v,y)R(2",y) o a+y <y+a
Reéflexive
Soit (x,y) € Z2, on a

r+y<yt+z=(zv,y)RN(z,y)

Alors, R est réflexive.
Symétrique
Soient (x,y), (',y') € Z%, on a

(@) R yY) = z+y <y+a' S’ +y<y +a
Pour (z,y) = (1,3) et (¢/,y) = (2,—2)
4y <y+a et +y>y +u
Donc, il existe (z,y) = (1,3) € Z% et (z',y') = (2, —2) € Z2, tel que
((z,y)R(z',y') ) et ((2/,y’) nlest pas en relation avec (x,y))

D’ou R n’est pas symétrique.

Anti-symeétrique

Soient (z,y), (z',y') € Z?, on a

((z,y)R (", y) et (") R(z,y) )= z+y <y+a'eta’+y<y +z

s>z4+y =y+a
= (2.y) = (@'.y)
Pour (z,y) = (2,-3) et (2',y) = (4,-1)
4y <y+a et +y<y+uz
Donc, il existe (z,y) = (2, —3) € Z? et (2/,y') = (4, —1) € Z2, tel que
((z,y)R(«"y) ) et ((2,y) R(z,y)) et ((z,y) # (2,y))

D’ou R n’est pas antisymétrique.
Transitive
Soient (z,y), («',y'), (ar Y ) €7Z2% ona

((z,y)R(z',y) et (x’,y’)%(x//7y//)):>x+y’ <y4a et +y <y +a
Sz+y+a'+y <y+a'+y+a
:x—i_y//gy—"_:p//

= (z,y) R (z“, y”>



Alors, R est transitive.

Exercice 2

Soit E ={1,2,3,5,8,14,17}

1. Montrer que ’on peut définir une relation d’équivalence sur F

en posant xRy si et seulement si ITJ”J eN.
Graphe de R :

Iy = {(z,y) € E?, 2Ry} = {(z,y) € E?, % e N}
(L,1),(1,3),(1,5),(1,17),(2,2),(2,8),(2,14),
(3,1),(3,3),(3,5),(3,17),(5,1),(5,3), (5,5) ,

(5,17),(8,2),(8,8),(8,14),(14,2), (14,8),

(14,14),(17,1),(17,3), (17,5), (17,17)

On a:
(i) Soit z € E, on a:

x‘gmzmeNém%x

Alors, R est réflexive.
(ii) Soient x,y € E, on a:

Ry = T eN= L2 e N
= yRx

Alors, R est symétrique.
(iii) Soient z,y,z € E, on a:

(zRy et yR2) = (LfL € Net L12 e N)
= L 2 eN= y+ 22 eN
= 22 e N= 2Rz
Alors, R est transitive.
De (i), (ii) et (iii) on déduit que R est une relation d’équivalence.
2. Trouver les classes d’équivalence
Soit x € E, on a:

Cl(z)={yeE |/ yRa} ={yeR | YL eN}.

Si x est impair, alors y est impair.



Si = est pair, alors y est pair.
Donc,
si x€{1,3,517}
Cl(z) ={1,3,5,17},

si z € {2,8,14}
Cl(z) = {2,8,14}

Exercice 3
Dans Z on considére la relation R définie par:
V(z,y) € Z%, 2Ry & x — y est un multiple de 6

1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur Z.
Soient x,y,z € Z, on a:
(i)

r—x=0=0x6=x—y est un multiple de 6

= zRw

Alors, R est réflexive.
(if)
xRy = x — y est un multiple de 6
=x—y =06k, avec k€ Z
=y —x = —6k,
=>dIp=—-k€Z y—xz=0p

= y — x est un multiple de 6

= yRz

Alors, R est symétrique.



(iii)
(zRy et yRz) = (x — y est un multiple de 6 et y — z est un multiple de 6)
T —y = 6k

= , avec ki ko €7
y — 2z = 6ko

=z —y+y— 2 =06k + 06k
=x—2=06(k + k)

= dks =k1+ ke €Z, x — z = 6k3
= x — 2z est un multiple de 6

= Rz

Alors, R est transitive.

De (i), (ii) et (iii) on déduit que R est une relation d’équivalence.

2. Déterminer ’ensemble quotient

On sait que Z 5 est I'ensemble des classes d’équivalence de tous les éléments
de Z.

Et comme R c’est la relation de congruence, alors

3. Montrer que: 30 = 0 et 12 N 57 = @.
On sait que deux classes d’équivalences sont soit les mémes, soit disjointes.

On a

30—-0=5x6,
ce qui implique
30 R 0,
alors,
30 = 0.
Et on a

57—12=45=7x6+3,
ce qui implique
57 n’est pas en relation avec 12,

alors,

N12 =



Exercice 4
1. Dans R2, on définit la relation % par:

(a,b) R (c,d) & a® +b* = ? + d?

R est elle une relation d’équivalence? Si oui quelles sont les classes
d’équivalence ?

Soient (a,b), (c,d), (e, f) € R?, on a:
(i)

a2 +b? =a?+ b = (a,b) R (a,b)
Alors, R est réflexive.
(i)

(a,b)R(c,d) = a® + b? = ¢ + d?

=2+ d?=a®+b?

= (¢,d) R (a,b)
Alors, R est symétrique.
(i)
((a,b)R(c,d) et (c,d)R(e,f)) = (a*> +V* =c*+d* et > +d* =€ + [?)
=a?+b2=e2+f
= (a,b) R (e, f).

Alors, R est transitive.

De (i), (ii) et (iii) on déduit que R est une relation d’équivalence.
Déterminer la classe d’équivalence de (a,b) € R?.

Soit (a,b) € R?, on a:

Cl((a,b)) = {(c,d) €R* / (c,d)R(a,b)}
={(c,d) eR?* | P+ d*=a*+b*}

E+d?=a’+0? 2 +d?> =12 avecr=+a2+ b2

Donc, (c¢,d) sont les points du cercle de centre O (0,0) et de rayon r =
Va2 + b2

2. Dans Z, on définit la relation R par:
V(z,y) €Z? 2Ry < 2?2 —y> =2 —y
R est elle une relation d’équivalence? Si oui quelles sont les classes

d’équivalence ?
Soient x,y,z € Z, on a:



(i)
2?2 —22=0=zx—z= 1R

Alors, R est réflexive.
(ii)

Ny =22 —yl=x—y
>y —al=y—2

= yRx
Alors, R est symétrique.
(iii)
(xRy et yR2) = (22 -y’ =z —yet y? =22 =y —2)

oy +yP—=r—y+ty—=z

=22 -2l=x-2
= Rz
Alors, R est transitive.
De (i), (ii) et (iil) on déduit que R est une relation d’équivalence.

Déterminer la classe d’équivalence de = € Z
Soit & € Z, on a:

Cl(z)={yeE |/ yRz}
={yeZ | y»-2=y-a}
Y -P=y-—rey-o)(y+tz)-(y-—z) =

s @y—a)(y+xz—-1)=0

y—x =0
-
y+x—1=0
y==z
=
y=1—=x

Donc,
Cl(z) ={z,1—a}

Exercice 5



On définit sur R la relation T par:
Ty <y

Montrer que T est une relation d’ordre
Soient x,y,z € R, on a:

(i)

r<zx=zTx

Alors, T est réflexive.

(i)

zTy <y

et = et

yT x y<zz
=>zr=y

Alors, T est antisymétrique.

(iii)

xTy <y
et = et
yT =z y<z

sz+y<y+z

=<z

a1z

Alors, T est transitive.
De (i), (ii) et (iii) on déduit que T est une relation d’ordre.
L’ordre est il total?
Soient x,y € R, on a:
<y ou y<=x

Donc, pour tout x,y € R, on a:
Ty ou yTx
Ce qui montre que 'ordre est total.

Exercice 6

Dans N*, on définit une relation binaire notée | par :



x|y si et seulement si  divise y

1 . Montrer que | est une relation d’ordre
Soient x,y,z € N*, on a:
(i)
z=1xz=3dk=1eN" z2=kxz=zx

Alors, | est réflexive.

(i)

x|y Jki e N* y=Fk xx
et = et
ylx Jke e N*, x = ko Xy

=Sax=ky Xk Xz
= koxk =1

=k =k =1

donc,
T=y
Alors, | est antisymétrique.
(iii)
x|y Jk, eN*, y=k; xz
et = et
y|z Jke e N*, z=Fko xy

=z=k Xk Xz
= dk3 = k1ky e N*, z=kz x x

=z

Alors, | est transitive.

De (i), (ii) et (iii) on déduit que | est une relation d’ordre.

2 . Trouver un élément z( tel que pour tout x dans N* z( divise z.
Soit x € N*, on a:

r=1xzx=3Jry=1eN* z =9 Xz = 20|z

3 . L ’ordre est il total?

10



Soient x =5,y =7 € N*, on a:
T ne diwise pas Y
et
y ne divise pas x

On déduit que lordre est partiel.
Exercice 7

Soit < la relation sur N définie par:
zXy<dp,g>1, y=pzx?, avec p,q entiers.

1. Montrer que < est une relation d’ordre.
Soient z,y,z € N, on a:

(i)
r=1xa'=>Ip=1lg=lavecp,g>1, c=pri=a<2x

Alors, < est réflexive.

(i)

r 2y Ip1,q1 2> 1, y = pra®
et = et
y 2 dpa2,q2 2 1, = poy®

=y =p1 (p2y®?)" = p1pdy®v
pips =1
@ =1

>p=p2=@=q=1
donc,
T=1y

Alors, =< est antisymétrique.

11



(iii)

r 2y dp1,q1 2> 1, y = pra®
et = et
y =z dpa,q2 > 1, z = pay®?

= 2z = poy® = py (p1a®)? = popPPane:
= dps =popP® > 1,3 = g2 > 1, 2z = pga®

=T X z
Alors, < est transitive.
De (i), (ii) et (iii) on déduit que < est une relation d’ordre.
2. L’ordre est il total?
Soient x =3,y =4 € N, on a:
x n’est pas en relation avec y

et

y nest pas en relation avec x

On déduit que l'ordre est partiel.
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