MATRICES
0.1 Définitions

Définition 1 Soient n, m deux entiers strictement positifs. Une matrice n x m a coefficients
dans k est un tableau d’éléments de k a n lignes et m colonnes, que l’'on note

a1 a12 ... A1m
21 22 .. A2m
(aij) 1<i<n =
1<j<m
QAp1 (05%) ... Apym,

Les a;; sont appelés les coefficients de la matrice.
L’ensemble des matrices a n lignes et m colonnes a coefficients dans k est noté par M, ,,, (k).

Exemple 1 Soit

2 3
A=10 =5
3 4

A est une matrice a 3 lignes et 2 colonnes a coéfficients dans R, donc A € M, (R).
L’¢lément ags se trouve dans la troisieme ligne et deuxieme colonne, donc ags = 4.

Définition 2
Soit A = (ai;)1<i<n une matrice de M, ., (k).
1<5<n
Si n = m, la matrice A est dite matrice carrée. L’ensemble des matrices carrées d’ordre n

est noté par M, (k).

a; a2 . . . QAip

21 Q22 . . . Q9pn
A=

Ap1 Qp2 . . . QApp

Si n =1, la matrice A est dite matrice ligne.

A:(an a2 . . . alm)



St m =1, la matrice A est dite matrice colonne.

Définition 3
Une matrice A = (a;;), <ij<n dont tous les éléments sont nul est appelée matrice nulle.

000 ..0
00 ...0
A:O :(0)
. 0
0 0 0

Définition 3

Soit A = (a;), <ij<n UNE matrice carrée. Les éléments a;; s appellent les coefficients diago-
naux de A.

Définition 4
On dit qu’une matrice est diagonale lorsquelle est carrée et que ses coefficients non diagonaux
sont nuls. Elle est de la forme :

a1 0 0 ... 0
0 azr 0 0
0 0

0
6 0 .. 0 Ann,

Définition 5
On dit qu’une matrice A est triangulaire supérieure ( respectivement : inférieure) lorsquelle

est carrée et que ses coefficients non diagonaux en dessous ( respectivement : au dessus) de
la diagonal sont nuls.

Matrice triangulaire supérieure : a;; = 0 pour tout © > j

ailz a2 aiz . . Qip
0 agx as
0 0 ass



Matrice triangulaire inférieure : a;; = 0 pour tout i < j

a1 0 0 0 . 0
azp azxp 0 0
agr apn azz 0O

[07%%} . . .. Qpp

Définition 6
On appelle matrice identité d’ordre n, la matrice carrée d’ordre n dont les éléments de la
diagonale sont égqux a 1 et tous les autres sont égaux a 0. On la note I,.

100 0
010
I - 0 01
.0
0 01

0.2 Matrice associée & une application linéaire

Dans cette section, F et F' sont des k-espaces vectoriels de dimension finie. On pose
m =dim E et n = dim F. Soit Bg = (uq, ug, ....., U,,) (respectivement Br = (v, vg, ....., v,))
une base de E (respectivement F').

Définition 7

Soit f une application linéaire de E dans F. La matrice de f dans les bases Br et Br notée
Mg, B, (f) est la matrice a n ligne et m colonne o coefficients dans k, dont les éléments de
la j-éme colonne sont les coordonnées du vecteur f(u;) dans la base Bp.

MBE7BF (f) = (aij) 1<i<n

1<j<m

avec
n

fug) = ai; xv;
i=1
Exemple 2
Soit f une application linéaire de R? dans R? définie par

fxy)=Q2e+y,z+y,3y),

pour tout (z,y) € R?.
On consédeére les bases canoniques de R? et R®. Soient By = {e; = (1,0),e2 = (0,1)} une
base de R? et B; = {e} = (1,0,0),¢, = (0,1,0),e4 = (0,0,1)} une base de R .
Ona:
fler) =(2,1,0) =2xe} +1xeh+0xeh



donc les éléments de la premiére colonne sont 2,1 et 0. Alors

2
=111,
0

et
flea) =(1,1,3)=1xe]+1xey+1xey

donc les éléments de la deuxiéme colonne sont 1,1 et 3. Alors

1
Co=1|1
3

Alors, la matrice associée a I'application f dans les bases By et Bj est :

2 1

MBO,B1 (f) = 1 1

Exemple 3
Soit f une application linéaire de R? dans lui méme définie par

f(r,y) = (v +y,v—2y),

pour tout (z,y) € R?.
Déterminer la matrice associée & f dans la base

B={u;=(1,1),us = (—1,2)}

On a
fur) =(2,-1) = aus + Buz = (o — B, + 23)
a—p3=2 a=1
~ <~
a+20=-1 f=-1
donc les éléments de la premiére colonne sont 1 et —1. Alors
1
C’1 = )
-1

t
) F(un) = (1,=5) = aus + Buz = (0 — By + 28)

a—0F=1 a=-—1

a+28=-5 = -2



donc les éléments de la deuxiéme colonne sont —1 et —2. Alors

—1
CQ -
-2

Alors, la matrice associée a ’application f dans la base B est :

Proposition 1

Soient f une application linéaire de E dans F' et A= Mp, . (f). Si u= Zai X u; et si

=1

f(u) = Zﬁi X v;, alors on a :
i=1

Y = AX,
avec
a1 51
Qg 52
X = et Y=
Oy B
Exemple 4

Soit f I’application linéaire dont la matrice dans la base canonique
B ={e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)} de R? est :

1 1 3
A=Mz(H)=[2 4 o
5 -3 1

Alors, pour tous les réels z,y et z, on a :

1 1 3 T T +y+ 3z
2 4 0 y | = 2 + 4y
5 =3 1 z or — 3y + 2

Donc,
f(z,y,2) = (x+y+ 32,2z + 4y, 5x — 3y + 2)

Proposition 2
Soient G un k-espace vectoriel de dimension finie (AimG =p > 1) et Bg = (w1, Wa, ....., wp)
une base de G.
Soient f une application linéaire de E dans F et g une application linéaire de F dans G.
On note A = Mp, g, (f) et B = Mg, p, (g). Alors la matrice de go f dans les bases Bg
et Beg est la matrice BA.

Mpyp, (9o f)=Bx A



