MATRICES

0.1 Déterminant

0.1.1 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 2

Définition 1

Soit A = (a;j),; j<; une matrice de M (k). On appelle détermnant de A, le nombre noté

1<i,
det A ou |A|
. |l an a2 |
det A= |A| = = Q11022 — A21012.
a21 Q22
Exemple 1
Soit
3 4
(2.
Alors,
3 4
det A= |A] = - =3xT7-5Hx4=1

0.1.2 Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n

Définition 2

Soit A = (aij),<; j<, une matrice de M, (k). On définit le détermnant de A comme suit :

det A=) (=1)"" a;; x | Ay
Jj=1

ol Ay est la matrice obtenue en supprimant la i-éme ligne et la j-éme colonne. Son détermi-
nant |A;j| s’appelle le mineur de a;; dans A et le nombre (—1)""7 x | Ay;| est appelé cofacteur
de a;; dans A.

Remarque 1

Pour calculer det A. On peut développer suivant la j-éme colonne

det A = Z (—1)i+j CLij X |AU|
=1

Exemple 2
Soit
aix Gi2 013
A= Q21 G22 (23
az1 a3z 0a33



Pour calculer det A on développe suivant la premiére ligne. Alors, on a :

11 a2 i3

3
det A = A21 Q22 Q23 | = Z (—1)1+J ai; X |A1j|

as1 azz2 @33 J=1
. Q22 A23 Q21 A23 Q21 A22
= ayy — 12 + a3
a3z a3z a31 ass a3; a3z

= a1l (a22a33 - a32<l23) — Q12 (a21a33 - a31a23) + a3 (a21a32 - a31a22)

On peut développer suivant la 2-éme colonne

a1; Aaiz2 Qi3 3 )
i+
det A = | Q21 Q22 Q23 = (—].) A9 X ‘Azgl
asp as2 @33 1=1
Q21 A23 a11 a3 11 a3
= —a12 + @99 + ass
a31 as3 a31 ass Q21 Q23

= —ai2 (CL216L33 - CL31CL23) + a9 (CL116L33 - CL31CL13) — a3z (CL11CL23 - a21a13)

Exemple 3
Soit
1 2 1
A=13 -1 2
4 5 =3

On peut développer suivant les lignes ou les colonnes. Développons selon la premiére ligne

detA=|3 -1 2 |=
4 5 =3 J

1 2 1 3 '
(—1)" ay; x | Ayl

=1
-1 2

el B

‘+1><

3 2 —
4 -3 4 5

-2

= ((=1)(=3) =5x2) —2(3(=3) —4x2) + (3 x 5—4(—1)) = 46

On peut vérifier le résultat si on développe suivant la 2-éme ligne ou la 3-éme ligne. Déve-
loppons suivant la 3-éme ligne

detA=]3 -1 2 |=
4 5 =3 j

12 1] s |
(—1)** az; x | As]

=1
2 1

-1 2 -1

-5

1 1
5 2’—i—(—?))x

12‘

—4(2x2—(-1)x1)=5(1x2-3x1)—3(1x(—1)—3x2)=46



Développons selon la premiére colonne

12 1 s
detA=1]3 -1 2 = Z (—1)Z+1 a;1 X ’A11|
4 5 =3 i=1

-1 2

=15 3

‘—|—4><

1 1
5 —3 -1 2

-3

= (1) (=3) =5 x2)—3(2(=3) =5 x 1) +4(2x 2 — (—1) x 1) = 46

On peut vérifier le résultat si on développe suivant la 2-éme colonne ou la 3-éme colonne.
Développons suivant la 3-éme colonne

detA=|3 -1 2 |=
4 5 =3 i

1 2 1 3 .
(1) a3 x |Ass

—1
3 —1

:1><45

ey

1 2‘

1 2
4 5 3 —1

-2

=1B3x5—-4x(-1)—2(1x5-4x2)—3(1x(-1)—3x2)=46

0.1.3 Les propriétes des déterminants

Propriété 1
Soient A et B deux matrices carrée d’ordre n. Alors, on a :

l.det (AB) = det A x det B
2.det A = det (*A)

3.det A~ = ﬁ Dans le cas ou A est inversible

Propriété 2
Le déterminant d’une matrice est nul si et seulement si les vecteurs lignes ou vecteurs co-

lonnes sont liée.
2 10 -3 2
A= < 3 15 ) ’ B= ( 6 —4 )

Exemple 4
Soit

On a : det A = 0 car la deuxiéme colonne est égale & 5 fois la premiére colonne. det B = 0
car la deuxieme ligne est le double de la premiére ligne.

Propriété 3

Si l'on échange deux lignes ou deux colonnes d’un déterminant, celui-ci change de signe en
gardant la méme valeur absolue.

Exemple 5



Soit

Propriété 4
Si on multiple une ligne (ou colonne) d’une matrice par un réel X\, le déterminant de la
nouvelle matrice est multiplié par .
2 1
=(73)

Exemple 6
Soit

3

5 ‘ =9=3xdetA

~N O

Propriété 5
Si on ajoute a une ligne (ou colonne) un multiple d’une ligne (ou colonne), le déterminant
ne change pas.

Exemple 7
Soit
1 1 11
2 5 3 6
A=| 3 30 4
4 21 7
On a
1 1 11
2 5 3 6
det A = 330 4 =10
4 2 1 7

On utilise la propriété (10) pour obtenir des 0 dans une ligne ou une colonne.

Si on ajoute a la deuxiéme linge, la premiere ligne multipliée par —1 (Cy — Cy — C) et &
la troisiéme linge, la premiére ligne multipliée par —1 (C5 — C3 — C1) et a la quatriéme
linge, la premiére ligne multipliée par —1 (Cy — Cy — C7). On obtient :

0
3 1 4
(R Sl I I
-3 6 3 7T o s
4 -2 -3 3

Si on ajoute la premiére colonne multipliée par (—%) a la deuxiéme colonne (Cy — Cy— %C’l)
4

et la premiére colonne multipliée par (—5) a la troisiéme colonne (C3 — C3 — %C’l), on



obtient :
3.0 0 L
detA=| 6 1 -1 :3‘ : 1w |=3(F-1)=10
_9 _T7 1 33
3 3

Proposition 1
Soit A une matrice carrée d’ordre n. On dit que A est inversible si det A # 0. Et de plus on
a:

A= Lfe

T detA

ou C est la matrice de cofacteurs. C' = (¢ij), <, ;<, avec ¢;; = (=) |Ayl .
Exemple 8 -
Soit la matrice

on a : det A = 8 # 0, donc la matrice A est inversible et on a :

_ 1t
Al:detAC
On calcule les cofacteurs
4 1 21 2 4
0112‘7 2’21 0122—‘3 2‘2—1 0132‘3 7’22
3 5 15 1 3
021:—'7 2‘:29 C22:‘3 2‘:—13 6232—‘3 7‘:2
3 5 1 5 1 3
631:‘41‘:—17 632:—‘22‘:8 033:'24‘:—2
Alors, la matrice C' est
1 -1 2
C = 29 —-13 2
17 8 =2
par conséquent
1 29 17
8 8 2
1 29 17
At=2 -1 =13 8 |=| - -2 1
2 2 -2

=
=



