Corrigé de fiche TD 2 (ALG 1)

2023 - 2024

Exercice 1:
1. Les vecteurs suivants forment ils une base de R3?
(a). Uy = (1, 1, 1) ,Ug = (17 1,0) , U3z = (1,0,0)
Posons
F1 = {’U,l = (1,17 1) ,Ug = (1, 1,0) , Uz = (1,0,0)}

F} est une famille de 3 éléments dans un espace de dimension 3, il suffit de
savoir s’elle est libre ou génératrice.
Résolvons ’équation vectorielle suivante

3
Zaiui == ORS
=1
avec ag, as et ag € R.
3 1 1 1 0
Zaiui =0ps & a1 1 + ao 1 + a3 0 = 0
=1 1 0 0 0

a1 +as+a3=0
& ar +as =0
a; =0
S o =ay =ag =0.
Dongc, la famille F; est libre. On conclut que Fj est une base de R3.
(b). w1 =(1,1,2),us = (1,0,1) ,u3 = (2,1, 3)

Posons
Fy={u; =(1,1,2),us = (1,0,1) ,us = (2,1,3)}

Fy est une famille de 3 éléments dans un espace de dimension 3, il suffit de
savoir s’elle est libre ou génératrice.
Résolvons 1’équation vectorielle suivante

3
Z ;U = ORa
i=1



avec ag, ao et ag € R.

3 1 1 2 0
Zaiui =0z & 1 + o 0 + a3 1 = 0
i=1 2 1 3 0

a1 +as +2a3 =0 Eq(l)
= ar+a3 =0 ... Eq(2)
200 +as +3a3=0 ... Eq(3)

De I’équation Eq(2) on obtient

a1 = —Qs3

On remplace a; dans Eq(1) et Eq(3), on trouve:

—a3 + as +2a3 =0 as+ a3 =0
=
2(7053)+012+3053:O Otg+0£3:0
= g = —Q3
Pour a3 = —1, on trouve a; = as = 1 et on a donc

(751 +”U,27U3:0]R3.

Ce qui montre que la famille F est liée. D’oil elle n’est pas une base de R3.
(c). u1 =(0,0,0) ,u2 = (1,0,1) ,u3 = (2,1,—6)
Posons

Fg = {u1 = (0,0,0) ,Ug = (1,0, 1) ,Ug = (2, 1, —6)}

F5 est une famille liée, car Ogs € F3 (On peut trouver trois scalaires aq, ag,as3
3

€ R tels que Y aju; = Ogs et (g, a0, a3) # (0,0,0) par exemple (o, ag, as) =
i=1

(1,0,0)). Donc F3 n’est pas une base de R3.

2. Ecrire les composantes du vecteur (1,—2,—1) dans la base B =

{v1(1,0,3),v2(2,1,0),v3(0,—1,2)}

Reésolvons 'équation vectorielle suivante

3
Z ;0 = X
i=1



avec aq, ag, a3 € Ret X = (1,-2,-1).
. 1 2 0 1
Zaivi:X®a1 0 + 1 + a3 -1 = —2
=1 3 0 2 -1
a1 +2a3=1 ... Eq(1)
& ag—ag=—2 ... Eq(2)
3ag +2a3 = —1 ... Eq(3)

De I’équation Eq(1) on obtient
a1 =1—2a9
et de I’équation Eq(2) on obtient

013:2+Ot2

On remplace a; et ag dans Eq(3), on trouve:

3(1—20@)4—2(2—&-042)=—1<:>—40¢2—|—7:—1

= g = 2,

alors, @; = —3 et a3 = 4. Donc les composantes du vecteur (1, —2, —1) dans la
base B = {v1(1,0, 3),v2(2,1,0),v3(0,—1,2)} sont: —3,2,4.

Exercice 2:

FE étant un espace vectoriel sur un corps commutatif k.
Déterminer la dimension de E en donnant une base:
1. E=Cetk=R

Soit z = x + iy € C avec z,y € R.

On a:

z=zx ()+yx(i)=xxu +yXug, avecu; =1,us=71.

Alors, la famille By = {u; = 1,us = i} est génératrice de FE et comme elle est
libre (car Vo, 5 € R,auq + fuz = 0g = a = § = 0), alors elle forme une base
de E.

dim E = card (B;) = 2.

2. E=Cetk=C
Soit z =z + iy € C avec z,y € R.
On a:
z=zx(l)=2zxu, avecu=1.



Alors, la famille By = {u = 1} est génératrice de E et comme elle est libre (car
u # 0p), alors elle forme une base de F.

dim E = card (By) = 1.

8. E={(2,y,2) eER*/z+y—2=0}
Soit X = (z,y,2) € E .
On a:
z+y—z2=0zr=—-y+2,

donc
X = (I,%Z) = (*erZ,y,Z) = (7y7y70) + (Z,O,Z)

= y(_lv 17 0) + y(]-v 07 1)
——— ——
v vo
Alors, la famille By = {v; = (=1,1,0),v2 = (1,0,1)} est génératrice de E et
comme elle est libre (car Vo, 8 € R, avy + fve = Ogps = o = § = 0), alors elle
forme une base de F.
dim E = card (Bs) = 2.

4‘ EZ{(%%ZU)/%ZUER}
Soit X = (z,y,2) € E .
On a:
X = (xayay) = (17,0,0) + (anay)

= 2(1,0,0) +y(0,1,1)
—— ——
w1y wo
Alors, la famille By = {w; = (1,0,0), w2 = (0,1,1)} est génératrice de E et
comme elle est libre (car Vo, 8 € R, aw; + fws = Ors = a = S = 0), alors elle
forme une base de E.
dim E = card (By) = 2.

Exercice 3:
Déterminer le rang dans R? de la famille A = {u;(1,2,3),u2(3,2,1),u3(3,3,3),us(7,0,—=7)}.
Par définition, on a

rg (A) = dim |vect (ul(]-» 27 3)7 u2(37 27 1)’ U3(3, 37 3)7 U4(7, 07 _7))

E

A est une famille de 4 éléments dans un espace de dimension 3, alors

dim [vect (u1(1,2,3),u2(3,2,1),u3(3,3,3),us(7,0,=7))] < 3.



et A est une famille liée. Résolvons ’équation vectorielle

4
Zaiui = ORs,
i=1
avec oy; € R (i € {1,2,3,4}).
On trouve
o1+ 3ag +3a3 +Tay =0 011:—012—%&3
201 + 209 + 303 =0 = (%)
3a1 + 209 + 33 — Tay =0 oy = —%042 — 13—4043
On prend as = 2 et g = —2, on trouve a1 = 1 et ay = —%, alors on obtient la

relation de dépendance suivante:

uy + 2’LL2 - 2U3 - %7.14 = ORS.

On choisit une sous famille de trois vecteurs, par exemple la famille {uy, uo,uq} .
On prend (dans (*)), ag = —7 et az = 0, on trouve oy = 7 et oy = 2, alors on
obtient la relation de dépendance suivante:

Tui — Tug + 2uy = Ops.
De méme maniére, on peut vérifier que toute famille de trois vecteurs est liée.
vect (u1, ug, ug, uq) = vect (ul,uQ, %ul + %UQ, f%ul + %uz)
= vect (u1,us) .
On choisit une sous famille de 2 vecteurs. Par exemple
A" = {u1(1,2,3),u2(3,2,1)}

La famille 4" est génératrice de F et elle est libre, car pour tout «, § € R, on a:

1 3 0
aul +Pus =0z < al|l 2 | +81 2 | =1 0
3 1 0

a+36=0

S 2a+28=0
3a+p8=0
Sa=06=0.
Donc, la famille A" est une base de E. Alors

dim E = card (A/> =2.



D’ou rg (A) = 2.

Exercice 4:
Soit E le sous ensemble de R3 défini par:

E = {(z,z,z) € R®/z € R}

1. Montrer que E est un sous espace vectoriel de R?
On a:

(i) Ogs = (0,0,0) € E.

(ii) Soient u = (z,z,z),v = (z ,2/,z ) € E, an a:

utv=|axz+z, 242, 2+2 | =(a,a,a) € E, avec a=z+2 €R.
— " ——
a a a

Alors, u+wv € E.
(iii) Soient u = (z,z,z) € E,a € R, on a:

au=| ax, ax, ar | =(A,AA) e FE, avec A=axeR.
' )~
A A A
donc au € E.

Alors, E est un sous espace vectoriel de R3.
2. Déterminer une base de E ainsi dim E.
Soit X = (z,z,z) € E .
On a:

X =(z,z,2) =z(1,1,1)

~——
uq

Alors, la famille By = {u; = (1,1,1)} est génératrice de E et comme elle est
libre (car uy # Ogs), alors elle forme une base de E.

dim E = card (B;) = 1.

3. Soit F le sous espace vectoriel de R? défini par :

F={(y+zy,2) e Ry, zeR}

Déterminer une base de F ainsi dim F'.
Soit X = (y + z,y,2) € F.
On a:
X=W+zy2)=y0)+(20z2)



Alors, la famille By = {us =(1,1,0),u3 = (1,0,1)} est génératrice de F et
comme elle est libre (car Vo, f € R, aus + fuz = Ogs = a = 8 = 0), alors elle
forme une base de F.

dim F = card (Bs3) = 2.

4. F et F sont-ils supplémentaires? Justifier votre réponse.
Comme
dim E + dim F = 4 # dim R?,

alors, F et F ne sont pas supplémentaires dans R3.

Exercice 5:
Soient les deux sous espaces vectoriels de R3 définis par :

F={(z,y,2) €R*/x —y =0}
G={(r,y,2) eR¥/z+y—22=0}
F et G sont-ils en somme directe? Justifier votre réponse.

On détermine F' N G, c’est-a-dire on résout I’équation vectorielle Xp = Xg.
Soit X = (z,y,2) € R3, on a

X=(z,y,2) e FNG &

Donc,
X =(z,y,2) = (2,2,2) =2(1,1,1),
——
On a donc,
X=(y,2 e FNGs X =y
Alors,

FNG=wvect(ur) = {Aui /X € R}.

D’ott F' NG est un sous espace vectoriel de R? engendré par le vecteur u; =
(1,1,1). Et comme F'NG # {Ogs}, alors F' et G ne sont pas en somme directe.

Exercice 6:
1. Soit F' = {(z,y,2) € R3/z = 2z}



Montrer que F est un s.e.v de R?
On a:
(i) Ogs = (0,0,0) € F, car

ZU]R3 =0= —21’0W3 .
(i) Soient u = (z,y,2),v = (z',y',2) € E et a, 8 € R, an a:

au+Buv=|az+pBz,ay+ By ,az+B2 | € F?
—_— — —

a b c

On a:
c=az+ 87 =« (—22)+ B (72z'> =2 (ozx + Bm,) = —2a

donc au + pv € F.
Alors, F est un sous espace vectoriel de R3.
Déterminer dim F’
Soit X = (z,y,2) € F .
On a:
X = (.’E, Y, Z) = (x7 Y, _21') = (.’ﬂ, 07 _21') + (07 Y, 0)

= 2(1,0,-2) + (0, 1,0)
——— ——
uq U
D’ou By = {uy, us} est une famille génératrice de F. Puisque u; et ug ne
sont pas colinéaires (car il n’existe pas un réel X tel que u3 = A uy ), donc
By = {u1, us} est aussi une famille libre et donc By = {u1, us} est une base
de F.
dim F' = card (By) = 2.

2. Soient v; = (—1,0,2),v2 = (1,2,0),v3 = (2,2, —-2)
Déterminer le sev G engendré par {v;,vs,v3} ainsi que la dimension
de G.
On remarque que
V1 — Vg + U3 = 0]R37

alors,
Vect (v1,v2,v3) = Vect (v1,v3) .

Donc, G est le sous espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs vy et v , et
comme la famille {v1,v2} est libre (car les deux vecteurs ne sont pas colinéaires),
alors elle forme une base de G et on a:

dim G = card ({v1,v2}) = 2.



Soit X = (a,b,¢) € G, alors Ja, 8 € R tel que X = av; + Bovs.

—a+08=a —a+f=a
X=avi+pvos< 26=0 = ﬁ:%b
20 = ¢ az%c

Donc, on trouve I’équation
%c—l—%bza@?a—b—i—c:Q
alors, on peut définir le sev G par:

G={(z,y,2) eR*/2z —y +2=0}.

3. Déterminer FNG et dim(FNG). A-t-onR3=FaG?



Soit X = (z,y,2) € R3.
z= -2z
X =(z,y,2) e FNG &
X = avy + PBuy

z=—2x

(xuyvz) = (_17072) + (L 270)

Donc,
X =(z,y,2) = (o, 0, —2c) = « (1,0, —2)

Posons
w = (1,0,-2)

On a donc,
X=(z,4,2) e FNG & X =\w

Alors,
ENF =vect (w)

10



D’ou {w} est une famille génératrice de F N G. Puisque w # Ogs, donc {w} est
une famille libre et donc {w} est une base de F N G.

dim FNG = card {w}) = 1.

At-onR3=FapG?
Comme

FQG#{ORS},

alors, F' et G ne sont pas supplémentaires dans R3.

11



