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TD2.  Systèmes avec mouvement harmonique 

Exercice 1 

Déterminer les pulsations propres (naturelles) des systèmes illustrés ci-dessous. 

 

  

 

 

 

 

 

Les deux ressorts s’allongent du même déplacement  𝑥. 

 

 

 

 

 

a) On isole la masse 𝑚  

b) On applique la loi de la dynamique 

∑𝐹𝑥 = 𝑚𝑎𝑥 

−𝑓𝑟1 − 𝑓𝑟1 = 𝑚𝑎𝑥 

c) On relie les forces aux variables 

𝑓𝑟1 = 𝑘1x 

𝑓𝑟2 = 𝑘2𝑥 

−𝑘1𝑥 − 𝑘2𝑥 = 𝑚�̈� 

d) On réarrange 

𝑚�̈� + (𝑘1 + 𝑘2)𝑥 = 0 

�̈� +
(𝑘1 + 𝑘2)

𝑚
𝑥 = 0 

e) La pulsation propre est 

𝜔𝑛 = √
(𝑘1+𝑘2)

𝑚
   ; Le coefficient de raideur équivalent   𝑘𝑒𝑞 = (𝑘1 + 𝑘2) 

 

Le déplacement de la masse 𝑚 est égal à la somme des allongements des deux ressorts 

𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2  

La tension dans les ressorts est identique  

𝑓𝑟 = 𝑘1𝑥1 = 𝑘2𝑥2 = 𝑘𝑒𝑞𝑥         ⟹         𝑥1 =
𝑓𝑟

𝑘1
 ;  𝑥2 =

𝑓𝑟

𝑘2
   ;   𝑥 =

𝑓𝑟

𝑘𝑒𝑞
 

𝑓𝑟

𝑘𝑒𝑞
=

𝑓𝑟

𝑘1
+

𝑓𝑟

𝑘2
      ⟹   

1

𝑘𝑒𝑞
=

1

𝑘1
+

1

𝑘2
    ⟹     Le coefficient de raideur équivalent  𝑘𝑒𝑞 =

𝑘1𝑘2

𝑘1+𝑘2
 

𝜔𝑛 = √
𝑘𝑒𝑞

𝑚
= √

𝑘1𝑘2

(𝑘1+𝑘2)𝑚
 .   
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Exercice 2. 

Déterminer l’équation de mouvement du système en fonction de (𝑦 : l’allongement total) et de (𝑥 : 

l’allongement relatif à la position d’équilibre statique). Discuter de l'effet de la gravité sur la fréquence 

naturelle.  

Equilibre statique    

+↓ ∑𝐹 = 0       ⇒    −𝑘𝑥𝑠 + 𝑚𝑔 = 0 

𝑘𝑥𝑠 = 𝑚𝑔   ⟹ 𝜔𝑛
2 =

𝑘

𝑚
=

𝑔

𝑥𝑠
    

Equilibre Dynamique    

+↓ ∑𝐹 = 𝑚𝑎       ⇒    −𝑘𝑦 + 𝑚𝑔 = 𝑚𝑎 

   𝑚�̈� + 𝑘𝑦 = 𝑚𝑔 

Changement de variable 

𝑦(𝑡) = 𝑥(𝑡) + 𝑥𝑠 

�̇�(𝑡) = �̇�(𝑡) 

�̈�(𝑡) = �̈�(𝑡) 

On remplace dans l’équation de mouvement 

𝑚�̈� + 𝑘𝑥 + 𝑘𝑥𝑠 = 𝑚𝑔 

𝑚�̈� + 𝑘𝑥 = 0 

�̈� +
𝑘

𝑚
𝑥 = 0 

𝜔𝑛 = √
𝑘

𝑚
 

 

 

 

𝑘 

𝑚 

𝑔 

 Ressort vide      Equilibre statique   Système en mouvement 

𝑥𝑠 

𝑥(𝑡) 𝑦(𝑡) 

𝑘𝑦 

𝑚𝑔 



 

 الجمهوريــــــــــــــــــــــة الجزائريـــــــــــة الديمقراطيـــــــــة الشعبيـــــــة

 والبحـــــــــث العلـــــــمي وزارة التعليـــــــــــم العـــــــــــالي 

 بوضياف  دمحم ايوالتكنولوججامعة وهران للعلوم  
University of Science and Technology of Oran - Mohamed BOUDIAF 

Faculty of Mechanical Engineering 
Department of Mechanical Engineering 

 
Enseignant 

Djilali 

BOUTCHICHA 

 

 

Exercice 3. 

Déterminer la fréquence naturelle du pendule composé d’une tige de masse  𝑚 et de longueur  𝐿, retenu 

au point A par un ressort de raideur 𝑘 et cela pour de faibles angles d’oscillation. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                              

  

Diagramme du corps libre du pendule 

 

On applique la 2eme   loi de Newton des moments autour du point d’articulation 𝑂. 

∑ℳ/𝑂 = 𝐼0  𝛼                                            avec             𝐼𝑂 = 𝐼𝐺 + 𝑚(
𝐿

2
) 2 = 

1 

12
 𝑚𝐿2 + 

1

4
𝑚𝐿2 = 

1

3
 𝑚𝐿2  

ℳ𝑓𝑟
𝑂

⁄
⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐴 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   ˄ 𝑓𝑟⃗⃗⃗   

(ℳ𝑓𝑟
𝑂⁄
) = −𝑑 . 𝑘𝑥 . sin (

𝜋

2
+ 𝜃) =  −𝑑. 𝑘𝑥. cos 𝜃 

(ℳ𝑃
𝑜⁄
)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ = 𝑂𝐺 ⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ ˄ 𝑚𝑔⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗  

(ℳ𝑃
𝑂⁄
) = −

𝑙

2
𝑚𝑔. sin𝜃 

(Les moments des forces de réactions RX  et RY  autour de O sont nuls.)  

𝐼𝑂 

𝑑2𝜃

𝑑𝑡2
= −𝑑𝑘𝑥 cos 𝜃 − 𝑚𝑔

𝑙

2
 sin𝜃 

Pour de faibles amplitudes de vibration, on utilise les approximations : sin 𝜃 ≈ 𝜃,  cos 𝜃 ≈ 1 et 𝑥 ≈

𝑠 =  𝑑 × 𝜃 

Ce qui donne :  
1

3
𝑚 𝐿2 �̈� + ( 𝑘𝑑2 + 

𝑚𝑔𝐿 

2
 ) 𝜃 = 0  

𝜔𝑛 =  √
(𝑘𝑑2 + 

𝑚𝑔𝐿 
2 )

1
3𝑚 𝑙2

   

La fréquence naturelle est 

𝑓𝑛 = 
1

2𝜋
 √

3

2
 
2𝑘𝑑2 +𝑚𝑔𝐿 

  𝑚 𝑙2
                     

 

𝑘 

 

G 

O 

d 
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Exercice 4. 

Une tige rigide homogène de longueur  𝐿 = 30 𝑐𝑚 et de masse  𝑚 = 150 𝑔 oscille autour d'un axe de rotation 

passant par l'une de ses extrémités. La vitesse angulaire de la tige en passant par la position d'équilibre est de 

0,35 rd/s. 

Rappel : Le centre de gravité d'une tige homogène est en son centre géométrique. Le moment d'inertie d'une tige par 

rapport à un axe de rotation passant par son centre de gravité est  𝐼𝐺  =  
1

12
 𝑚𝐿2 . 

a) Quelle est le moment d'inertie de la tige par rapport à l'axe de rotation ? 

b) Quelle est la pulsation du pendule ? 

c) Quelle est l'amplitude angulaire des oscillations ? 

 

a) Moment d’inertie de la tige par rapport à l’axe de rotation 

𝐼𝑂 = 𝐼𝐺 + 𝑚(
𝐿

2
)
2

 

𝐼𝑂 =
1

12
 𝑚𝐿2 + 𝑚(

𝐿

2
)
2

 

𝐼𝑂 =
1

3
 𝑚𝐿2 

Application numérique  𝐼𝑂 =
1

3
 0,150(0,30)2 = 0,0045 kg m2 

b) La pulsation propre du pendule 

ℳ⃗⃗⃗ 
𝑝 /𝑜= 𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ 𝑚𝑔  

ℳ𝑝 /𝑜= 𝑂𝐺 × 𝑚𝑔 sin(𝑂𝐺⃗⃗⃗⃗  ⃗, 𝑔 ) 

ℳ𝑝 /𝑜= −
𝐿

2
𝑚𝑔 sin𝜃 

∑ℳ/𝑜 = 𝐼𝑂𝛼 

−
𝐿

2
𝑚𝑔 sin𝜃 =

1

3
 𝑚𝐿2�̈� 

1

3
 𝑚𝐿2�̈� +

𝐿

2
𝑚𝑔𝜃 = 0 

�̈� +
3 𝑔

2 𝐿
𝜃 = 0 

𝜔𝑛 = √
3 𝑔

2 𝐿
 ;  Application numérique  𝜔𝑛 = √

3∗9,8

2∗0,30
 =  7 rd/s 

c) L’amplitude maximale des oscillations 

 

La vitesse de passage par la position d’équilibre est la vitesse maximale 

�̇�𝑚𝑎𝑥 = 0,35 𝑟𝑎𝑑/𝑠 

L’expression de vitesse maximale 

�̇�𝑚𝑎𝑥 = 𝜃𝑚𝑎𝑥𝜔𝑛 

𝜃𝑚𝑎𝑥 = �̇�𝑚𝑎𝑥/𝜔𝑛 

Application numérique ;   𝜃𝑚𝑎𝑥 =
0,35

7
= 0,05 𝑟𝑎𝑑 

𝑅𝑥  

𝑅𝑦  

𝑚𝑔 

θ 


