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TD4 – OV – Application de la 2ème loi de Newton et du Formalisme de Lagrange 

Exercice 1 

Déterminer l’équation de mouvement du système masse ressort amortisseur suivant : 

a) en appliquant la 2ème loi Newton ; 

b) en utilisant le Formalisme de Lagrange. 

 

 Solution : 

 

Isoler la masse et remplacer les liaisons par leurs effets. 

 
Diagramme du corps isolé 

 

Appliquer la seconde loi de Newton 

𝑚𝑎𝑥 = ∑𝑓𝑥
𝑥

 

𝑚𝑎𝑥 = −𝑓𝑎 − 𝑓𝑟 + 𝐹(𝑡)                                                                                   

La force d’amortissement 

𝑓𝑎 = 𝑐�̇� 

La force de rappel 

𝑓𝑟 = 𝑘𝑥 

La force extérieure  

𝐹(𝑡) 

Remplacer 

𝑚�̈� = −𝑐�̇� − 𝑘𝑥 + 𝐹(𝑡) 

Réarranger 

𝑚�̈� + 𝑐�̇� + 𝑘𝑥 = 𝐹(𝑡)          

On obtient l’équation de mouvement qui est une équation différentielle de deuxième ordre à 

coefficients constants 

𝐹(𝑡) 

𝑓𝑎                                                                    𝑓𝑟 

 

𝐹(𝑡) 
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Appliquer le formalisme de Lagrange 

 

L’Equation de Lagrange 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑞
+

𝜕𝑉

𝜕𝑞
+

𝜕𝐷

𝜕�̇�
=

𝜕𝑊

𝜕𝑞
= 𝐹𝑞 

Dans ce système la coordonnée généralisée  𝑞 = 𝑥    et la vitesse généralisée �̇� = �̇� . 

L’Energie cinétique 𝑇 

𝑇 =
1

2
𝑚�̇�2 

L’Energie potentielle 𝑉 

𝑉 =
1

2
𝑘𝑥2 

La Fonction de dissipation 𝐷 

𝐷 =
1

2
𝑐�̇�2 

Le travail des forces extérieure  

𝑊 = 𝐹(𝑡). 𝑥 

La force généralisée 

𝐹𝑞 =
𝜕𝑊

𝜕𝑥
= 𝐹(𝑡) 

L’Equation de Lagrange devient 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑥
+

𝜕𝑉

𝜕𝑥
+

𝜕𝐷

𝜕�̇�
= 𝐹𝑞 

𝜕𝑇

𝜕�̇�
= 𝑚�̇�  et 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�
) = 𝑚�̈�   

𝜕𝑇

𝜕𝑥
= 0 

𝜕𝑉

𝜕𝑥
= 𝑘𝑥 

𝜕𝐷

𝜕�̇�
= 𝑐�̇� 

𝐹𝑞 =
𝜕𝑊

𝜕𝑥
= 𝐹(𝑡) 

On obtient l’équation de mouvement 

𝑚�̈� + 𝑐�̇� + 𝑘𝑥 = 𝐹(𝑡) 
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Exercice 2   

Un disque de masse 𝑚, de rayon 𝑟 et de moment d’inertie 𝐼𝐺 = 1

2
𝑚𝑟2.  

a) Trouver l’équation de mouvement du système en supposant que le disque roule sans glissement 

(𝑥 = 𝑟𝜃 est le déplacement du centre de gravité 𝐺).  

 

 

 

 

 

 

 

  

Solution : 

   
 

Rotation Translation Rotation + Translation Diagramme du corps isolé 

 

Déplacement d’un disque avec roulement sans glissement 

On définit 𝜃 comme le déplacement angulaire du disque autour de son centre de gravité mesuré à partir de la 

position d’équilibre. Supposant que le disque roule sans glissement, le mouvement de translation et de rotation 

du disque sont reliés par l’équation 

𝑥 = 𝑟𝜃 

a) La force de frottement, qui est inconnue, est définie comme 𝑓𝜇 , tandis que les forces de rappel et 

d’amortissement visqueux sont :  

𝑓𝑟 = 𝑘𝑥 = 𝑘𝑟𝜃, 

𝑓𝑎 = 𝑐�̇�𝐴 = 2𝑐�̇�  = 2𝑐𝑟�̇�. 

En utilisant les équilibre 𝑥 s dynamiques linéaire et angulaire du disque 

  

  

 𝐵 

𝑥 

𝐴 

𝐺             𝐺′ 

(𝑚, 𝑟) 

𝑥 

𝑥 

𝑓𝑎 

𝑥 

𝑓𝑟 

(𝑚, 𝑟) 

𝐴 

𝐵 

𝑓𝜇 

𝜃 

𝐺 

(𝑚, 𝑟) 

𝜃 

𝐵′    𝐵 

𝐴             𝐴′ 𝑥 

𝐺      

𝑥 

𝑐 

𝑥 

𝐺 
𝑘 

(𝑚, 𝑟)𝐺

𝐴 

𝐵 

 𝐵 

𝜃 
𝑥 

2𝑥 𝐴 

𝐺             𝐺′ 

(𝑚, 𝑟) 
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∑𝐹
⟶

+

= 𝑚�̈� 

𝑓𝜇 − 𝑘𝑥 − 2𝑐�̇� = 𝑚�̈� 

∑ℳ𝐺 = −𝑓𝜇𝑟 − 𝑓𝑎𝑟 =
1

2
𝑚𝑟2�̈�  

En éliminant la force de frottement inconnue, et en utilisant les relations cinématiques, on trouve 

−𝑓𝜇𝑟 =
1

2
𝑚𝑟2�̈� + 𝑓𝑎𝑟   ⟹   𝑓𝜇 = −

1

2
𝑚𝑟�̈� − 𝑓𝑎 = −

1

2
𝑚𝑟�̈� − 2𝑐�̇�  

Remplaçons l’équation des forces  

(−
1

2
𝑚𝑟�̈� − 2𝑐�̇�) − 𝑘𝑥 − 2𝑐�̇� = 𝑚�̈� 

On a   𝑥 = 𝑟𝜃     ⟹    �̇� = 𝑟�̇�    et    �̈� = 𝑟�̈� 

(−
1

2
𝑚𝑟�̈� − 2𝑐𝑟�̇�) − 𝑘𝑟𝜃 − 2𝑐𝑟�̇� = 𝑚𝑟�̈� 

𝑚𝑟�̈� +
1

2
𝑚𝑟�̈� + 4𝑐𝑟�̇� + 𝑘𝑟𝜃 = 0 

On obtient l’équation de mouvement 

3

2
𝑚𝑟�̈� + 4𝑐𝑟�̇� + 𝑘𝑟𝜃 = 0    avec  𝜃 comme grandeur physique 

3

2
𝑚�̈� + 4𝑐�̇� + 𝑘𝑥 = 0           avec  𝑥 comme grandeur physique 

Appliquer le formalisme de Lagrange 

 

a) Energie cinétique 

Le   cylindre possède une translation 𝑥 du centre de gravité et une rotation 𝜃   (𝑥 = 𝑟𝜃) autour de lui.  

Le moment d’inertie massique d’un cylindre autour d’un axe passant par son centre gravité 𝐼𝐺 =
1

2
𝑚𝑟2. 

Energie cinétique du système est la somme des énergies cinétiques de translation et de rotation. 

𝑇 =
1

2
𝑚(�̇�)2 +

1

2
𝐼𝐺(�̇�)

2
 

=
1

2
𝑚(�̇�)2 +

1

2

1

2
𝑚𝑟2(�̇�)

2
 

Comme (�̇� = 𝑟�̇�)  

𝑇 =
1

2
𝑚(𝑟�̇�)

2
+

1

4
𝑚𝑟2(�̇�)

2
 

𝑇 =
3

4
𝑚(𝑟�̇�)

2
                 ou                  𝑇 =

3

4
𝑚(�̇�)2       
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b) Energie potentielle  

A l’instant 𝑡 le centre de gravité du cylindre se déplace de 𝑥 en roulant.  

Le ressort à gauche s’allonge de (𝑥). 

𝑉 =
1

2
𝑘(𝑥)2   ou           𝑉 =

1

2
𝑘𝑟2(𝜃)2 

 

c) Fonction de dissipation  

 

L’amortisseur s’allonge de (2𝑥 = 2𝑟𝜃). 

𝐷 =
1

2
𝑐(2�̇�)2 = 2c(�̇�)2  ou           𝐷 = 2𝑐𝑟2(�̇�)2 

d) Equation de Mouvement 

Le système n’est pas amorti ni forcé les équations de Lagrange deviennent 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕𝑞�̇�
) −

𝜕𝑇

𝜕𝑞𝑖
+

𝜕𝑉

𝜕𝑞𝑖
= 0     𝑖 = 1,… 

Comme il s’agit d’un système à 1DDL nous choisissons entre  𝑥 et 𝜃, sachant que (𝑥 = 𝑟𝜃).  

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�
) −

𝜕𝑇

𝜕𝜃
+

𝜕𝑉

𝜕𝜃
= 0 

 

𝜕𝑇

𝜕�̇�
=

3

2
𝑚𝑟2�̇� 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�
) =

3

2
𝑚𝑟2�̈� 

𝜕𝑇

𝜕𝜃
= 0 

𝜕𝑉

𝜕𝜃
= 𝑘𝑟2𝜃 

𝜕𝐷

𝜕�̇�
= 4𝑐𝑟2�̇� 

L’équation de mouvement   

3

2
𝑚𝑟2�̈� + 4𝑐𝑟2�̇� + 𝑘𝑟2𝜃 = 0   

ou        
3

2
𝑚�̈� + 4𝑐�̇� + 𝑘𝑥 = 0 
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Exercice 3   

 

Une tige 𝐴𝐵 de masse 𝑚, de longueur 𝑙 oscille autour d’un pivot 𝑂 se trouvant à 𝑙 4⁄  de son extrémité 

supérieure 𝐴 qui est retenue par un amortisseur de coefficient d’amortissement 𝑐.  Un ressort de 

constante de raideur 𝑘 est fixé au point 𝐷 se trouvant à 𝑙 4⁄  de son extrémité inférieure 𝐵. 

L’extrémité 𝐵 est soumise à une force harmonique 𝐹(𝑡) = 𝐹0 cosΩ𝑡.  

Trouver l’équation de mouvement du système en fonction de l’angle 𝜃  (𝜃 𝑒𝑠𝑡 𝑓𝑎𝑖𝑏𝑙𝑒).  
 

 

Marche à suivre 

• Calculer le moment d’inertie par rapport à l’axe 

de rotation passant par O. 

• Déterminer les déplacements 𝑥𝐴 𝑒𝑡 𝑥𝐷 en 

fonction de l’angle de rotation 𝜃. 
• Représenter et évaluer les forces appliquées sur 

la tige (poids, force d’amortissement, force de 

rappels…). 

• Evaluer les moments de ces forces par rapport 

au centre de rotation O. 

• Isoler la tige et appliquer la loi de la dynamique. 

• Ecrire l’équation de mouvement en fonction de 

𝜃 et de ses dérivés.  

  

 

• Le moment d’inertie par rapport à l’axe de rotation passant par O. 

 𝐼𝑂 =  𝐼𝐺 + 𝑚𝑂𝐺̅̅ ̅̅ 2 

 𝐼𝑂 =
1

12
𝑚𝑙2 + 𝑚(

𝑙

4
)
2

 

 𝐼𝑂 =
7

48
𝑚𝑙2.                                                                                    

 

• Les déplacements 𝑥𝐴 𝑒𝑡 𝑥𝐷 en fonction de l’angle de rotation 𝜃.  

𝑥𝐴 = 𝑂𝐴̅̅ ̅̅  sin𝜃 ≅
𝑙

4
𝜃 

𝑥𝐷 = 𝑂𝐷̅̅ ̅̅  sin𝜃 ≅
1

2
𝑙𝜃                

(𝜃 𝑒𝑠𝑡 𝑓𝑎𝑖𝑏𝑙𝑒 ⟹ sin 𝜃 ≅𝜃  𝑒𝑡 cos 𝜃 ≅ 1) 

• Représentation des forces appliquées sur la tige (poids, force d’amortissement, force de rappels, …). 

  

𝐺 

𝐴 

𝑂 

𝐷 

𝐵 

𝑙

4
 

𝑙

4
 

𝑙

4
 

𝑙

4
 

𝑐 

𝑘 

𝐹(𝑡) 

𝑂 

𝜃 
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Application de la méthode de Newton 

Les forces appliquées 

 

 

 Le poids                      𝑃 = 𝑚𝑔 

 La force de rappel du ressort  𝑓𝑟 = 𝑘𝑥𝐷 = 𝑘
𝑙

2
𝜃 

 La force d’amortissement     𝑓𝑎 = 𝑐�̇�𝐴 = 𝑐
𝑙

4
�̇� 

 La réaction inconnue du support       𝑅  (inconnue) 

Les moments par rapport au centre de rotation O. 

 Le moment du poids                      ℳ𝑃/𝑂 = 𝑚𝑔
𝑙

4
𝜃 =

1

4
𝑚𝑔𝑙𝜃 

 Le moment de la force de rappel  ℳ𝑓𝑟/𝑂 = 𝑘
𝑙

2
𝜃

𝑙

2
=

1

4
𝑘𝑙2𝜃 

 Le moment de la force d’amortissement     ℳ𝑓𝑎/𝑂 = 𝑐
𝑙

4
�̇�

𝑙

4
=

1

16
𝑐𝑙2�̇� 

 Le moment de la réaction du support       ℳ𝑅/𝑂 = 0 

 Le moment de la force d’excitation  

 

ℳ⃗⃗⃗ 
𝐹(𝑡)/𝑂 = 𝑂𝐵⃗⃗ ⃗⃗  ⃗ ∧ 𝐹(𝑡)⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗   

ℳ𝐹(𝑡)/𝑂 =
3𝑙

4
⋅ 𝐹(𝑡) 

 

• Isoler la tige et appliquer la loi de la dynamique. 

Somme des moments par rapport au point de rotation 𝑂 est égale au moment d’inertie massique par rapport à 𝑂 

multiplier par l’accélération angulaire 

+↺ ℳ𝑓𝑖/𝑂 = 𝐼0�̈� 

−
1

4
𝑚𝑔𝑙𝜃 −

1

4
𝑘𝑙2𝜃 −

1

16
𝑐𝑙2�̇� + 𝐹(𝑡)

3𝑙

4
𝜃 =

7

48
𝑚𝑙2�̈� 

• L’équation de mouvement en fonction de 𝜃 et de ses dérivés. 

7

48
𝑚𝑙2�̈� +

1

16
𝑐𝑙2�̇� +

1

4
(𝑚𝑔𝑙 + 𝑘𝑙2)𝜃 = 𝐹(𝑡)

3𝑙

4
𝜃  

 

7

48
𝑚𝑙2�̈� +

1

16
𝑐𝑙2�̇� +

1

4
(𝑚𝑔𝑙 + 𝑘𝑙2)𝜃 =

3𝑙

4
⋅ 𝐹0 cosΩ𝑡    

 

 

 

𝑂 

𝜃 
 
𝐹(𝑡) 

𝑓𝑎 

𝑃 

𝑓𝑟 

𝑅 

𝑂 

𝜃 
 
𝐹(𝑡) 

𝑓𝑎 

𝑃 

𝑓𝑟 

𝑅 
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Application de la Méthode de Lagrange 

a) Energie cinétique 

La   tige possède un mouvement de rotation 𝜃  autour de l’axe passant par le point 𝑂.  

Le moment d’inertie massique de la tige autour d’un axe passant par le point 𝑂 est : 

 𝐼𝑂 =
7

48
𝑚𝑙2.   

𝑇 =
1

2
𝐼𝑂(�̇�)

2
=

1

2

7

48
𝑚𝑙2(�̇�)

2
 

 

b) Energie potentielle  

 

Energie potentielle du système est la somme des énergies potentielles de déformation élastique et de 

gravitation. 

𝑉 =
1

2
𝑘(𝑥𝐷)

2 + 𝑚𝑔ℎ   

Avec l’allongement du ressort  𝑥𝐷 = 𝑂𝐷̅̅ ̅̅  sin𝜃 ≅
1

2
𝑙𝜃 

Et l’élévation du centre de gravité  ℎ =
𝑙

4
(1 − cos 𝜃)  avec (1 − cos 𝜃)≈

1

2
𝜃2   

𝑉 =
1

2
𝑘(

1

2
𝑙𝜃)2 + 𝑚𝑔

𝑙

4

1

2
𝜃2 =

1

8
(𝑘𝑙2 + 𝑚𝑔𝑙)𝜃2 

 

c) Fonction de dissipation  

 

L’amortisseur s’allonge de 𝑥𝐴 = 𝑂𝐴̅̅ ̅̅  sin 𝜃 ≅
𝑙

4
𝜃 avec une vitesse �̇�𝐴 =

𝑙

4
�̇� 

 

𝐷 =
1

2
𝑐(�̇�𝐴)

2 =
1

2
𝑐(

𝑙

4
�̇�)2  ou           𝐷 =

1

32
𝑐(�̇�)2 

d) Le travail des forces extérieure  

𝑊 = 𝐹(𝑡). 𝑥𝐵   avec 𝑥𝐵 = 𝑂𝐵̅̅ ̅̅  sin 𝜃 ≅
3

4
𝑙𝜃                

La force généralisée 

𝐹𝜃 =
𝜕𝑊

𝜕𝜃
=

3

4
𝑙𝐹(𝑡) 

L’Equation de Lagrange devient 
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𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�
) −

𝜕𝑇

𝜕𝜃
+

𝜕𝑉

𝜕𝜃
+

𝜕𝐷

𝜕�̇�
= 𝐹𝜃 

𝑑

𝑑𝑡
(
𝜕𝑇

𝜕�̇�
) =

7

24
𝑚𝑙2�̈� 

𝜕𝑇

𝜕𝜃
= 0 

𝜕𝑉

𝜕𝜃
=

1

4
(𝑘𝑙2 + 𝑚𝑔𝑙)𝜃 

𝜕𝐷

𝜕�̇�
=

1

16
𝑐�̇� 

𝐹𝜃 =
3𝑙

4
⋅ 𝐹0 cosΩ𝑡    

L’équation de mouvement 

7
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1

16
𝑐𝑙2�̇� +

1

4
(𝑚𝑔𝑙 + 𝑘𝑙2)𝜃 =

3𝑙

4
⋅ 𝐹0 cosΩ𝑡    

 


