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Exercice 1
Pour le systéme a deux degrés de liberté suivant :

X
7 k - k >* k
m m

4 i

a) Déterminer les équations du mouvement avec la méthode de Lagrange.
b) Déterminer les pulsations propres et les modes propres correspondants.

c) Déterminer les réponses des deux masses si X, (0) =+x,(0) =1 et % (0)=x,(0)=0

Energie Cinétique

T =1imx’ +imx

Energie Potentielle

V= 2kxi + 2k(x1 —Xx2)% + 2kx3
Les équations de Lagrange

d (o1 aT o _
a(&)-g+a=0

Pour 01 = X1
d (o7 oT oV _
a(5)-5+g=0

Z(Lmi¢ +1mi ) =m, et &(mx)=my,

o
OX1 0

2 (ko + k(X X202 + KB = Ky +K(Ks —X2)(+D)
mx, +kx, +k(x —%,)(+1)=0

m¥, +2kx, —kx, =0

Pour Q2 = X2

dfor)_or L ov
dt(@)’(z) ax2+aq2 =0

2 (1mx +imi)=mx, et &(mx,)=ms,

XL =0

OX2

22 (Fhod + Lk —x2)2 + 2kx3 ) = k(x1 = X2)(=1) + kx,
mX, + k(X —X,)(—1)+kx, =0

mX, —kx, + 2kx, =0
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Systeme de deux équations différentielles
m¥, + 2kx, —kx, =0
mX, —kx, +2kx, =0

Equations de mouvement sous forme matricielle

m 0 [[X N 2k —ki|{x| |0
0 ml|%] |-k 2k||x] |0
On suppose que dans un mode propre

¥, (t) = X, cos ot % (t) =—o’X, cosat
X, (t)=X,cosmt X, (t)=—w"X,cos ot

(2k-me® -k |[X,] 0O
|k 2k-me?||X,) o)

2k —mw® —k
—k 2k —mo®
d’ou I'équation caractéristique
3k? —4kme® + m’w* =0
3k* —4kmA+m?A* =0 , les valeurs propres sont: {4 =% 4, =

E]S
——

Les pulsations propres
k _ 3k

= ,[— , =,|—
1 ’ 2

2k — Mw?)X; — kX, = 0
—kXy + (2k - ma)Z)Xz =0

Les fractions modales

0) 2
_ & _ 2k-may Kk
i = ( X1 ) ok T (Zk—mw,z)

k

model @ =—
m

@ _ 2k 2k-m &

r = ( ) mwl = lr(nm =1
3k

mode 2 @ ="—
m

r — (&>(2) _ 2k-me3  2k-m¥E 1
27 \xs Tk ko

Enselgnant :
BOUTCHICHA
Djilall

Pour avoir des solutions non triviales il faut que le déterminant du systeme soit nul
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Les vecteurs propres

1
7 X\ _(X M,
toLX, rx,) 1)

+1 +1

\7=X1(2)= Xi ) _(+1)
21X, X, (1)

+1

X1(t) = Arcoswit + By sinwit + A, coswot + By Sinwot
Xo(t) = Arcoswqt + By sinwit — A, coswot — By Sinwot
X, (t) =—o,A sinot+ o B, cosmt —w, A, sin w,t + w,B, cos w,t
X, (t) = —@ A sin ot + »,B, cos ot + w, A, Sin ot — »,B, cos w,t
Conditions aux limites
0)=1 +A =1
%(0) = At+A = [A1 =0,A; =1]

0)=-1 A-A=-1

X,(0)=0 @B, +®,B, =0
—
X,(0)=0 @B, —,B,=0

X, (t) =+cos \/%t

= [wB =0, »,B,=0]

Enselgnant :
BOUTCHICHA
Djilall
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Exercice 2

Pour le systeme a deux degrés de liberté composé de deux cylindres identiques de masse m qui roulent
sans glissement (x; = r8;; x, = rf, ) et de trois ressorts identiques de constante de raideur k.

% k %
7 %
% i 7
a) Calculer I’énergie cinétique totale des cylindres.
b) Calculer I’énergie potentielle totale de déformation des ressorts.
c) Déterminer les équations de mouvement avec la methode de Lagrange.
d) Calculer les pulsations propres.

(Utiliser 8, et 8, comme coordonnées généralisees)

Solution

a) Energie potentielle

A T’instant t le centre de gravité du premier cylindre se déplace de x; en roulant et le centre de gravité
du deuxiéme cylindre se déplace de x, en roulant.

Le ressort a gauche s’allonge de (2x4).

Le ressort du milieu s’allonge de (x, — x4).

Le ressort a droite s’allonge de (2x5;).

V = ~k(2x0)% + 2k (x, — 21) 24 k(25)?
2 1 2 1 2 2
V =2k(x1)" + Ek(xl) — kx,x1 + Ek(xZ) + 2k(x3)

5 5
V= +Ek(x1)2 — kxyx; + Ek(xZ)Z

5 5
V= +§kr2(91)2 — kr?6,0, + Ekrz(Hz)Z
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b) Energie cinétique

Le 1* cylindre posséde une translation x; du centre de gravité et une rotation 8; (x; = r6,) autour de
lui.
Le 2™ cylindre posséde une translation x, du centre de gravité et une rotation 8, (x, = r6,) autour de
lui.

o : . oy 1
Le moment d’inertie massique d’un cylindre autour d’un axe passant par son centre gravité I; = Em’rz.

1 1 . 1 1 .
T = —m(xl)z + _IG (91)2 + —m(jCz)Z + _10(91)2
1 1

1
T = —m(x1)2 + Ezmrz(é?l) o m(xz)2 + ——mrz(al)

Comme X, =16, et x,=r6,

11
T = —m(rHl) + ——mr2(91) += m(r@l) + ——mrz(al)

T = Zm(rel) + Zm(rez)

c) Equations de Lagrange
i(a_T)_a_T+"’_V= =12
dt\dq,/ dq; 0q; '
Premiere cordonnée généralisée (q; = 6,).
d <6T> oT dv

—(=]- =0
dt \aé, 691+691

or 3 .
— =—-mr-6,
00, 2

dor _3
dtag’l_zmr 1
aT
26,
av

6_91 = 5kT291 - krzez

Premiere équation de mouvement

3 ..

Emrzel + 5kr20, — kr?6, =0

Deuxieme cordonnée généralisée (q, = 6,).
d <8T> oT Vv

—(—=]- =0
dt 692 a92 +662
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it —kT291 + 5k7‘292

Deuxieme équation de mouvement

3 . 5 5
Emr 6, —kr<0, + 5kr=0, =0
Les équations de mouvement sous forme matricielle

3
2™ 0/ 4 [Sk —k (91) _ (0)
3 o, —k 5k1\6, 0
0 -=-m
2
d) Les pulsations propres
On suppose que dans un mode propre
0,(t) = X coswt 6,(t) = —w?0;coswt
6,(t) = X,coswt 0, (t) = —w?0,coswt
3 mw? _
5k 2TTl(Jv.) k {@1} _ {O}
—k 5k —>mw?| 82) 10

Enselgnant :
BOUTCHICHA
Djilall

Pour avoir des solutions non triviales il faut que le déterminant du systeme soit nul

5k — gmwz —k

3 =0
—k 5k —Emwz

d’ou I’équation caractéristique
2

3
(5k ——ma)z) —k2=0
2
3 3
<5k — Emw2 — k) (Sk — Emwz + k) =0

3 3
<4k—§mw )<6k——mw =0

—2/—— t =2
w1 3m et w; \/7



