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Pendules couplés

Pendule physique

Le pendule est constitué d'une barre de longueur [ et de masse m qui peut osciller
librement sous l'effet de son poids autour d'un axe 0. La distance entre le centre de

masse du pendule et I'axe de rotation est 1/2.

7&4O

A

Diagramme du corps libre du pendule physique
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L'égquation du mouvement
On applique la 2¢™¢ |oi de Newton des moments autour du point d’articulation 0.

XM= Joa
Mfr/ =5/TAE)
0

(Mr; ) =0G nmg

l
(Mp/o) = ——mg.sin 6

2
(Les moments des forces de réactions R, et R, autour de O sont nuls.)
d?o B [ 0
Jo a0z mg2 sin

Pour de faibles amplitudes de vibration, on utilise les approximations :
sinf = 6, ce qui donne :

. mgl
Job+ 299 = 0
2
_ |mgl
“r = %o
LN 2 1 2, 1 92 _ 1 2
avec ]0=]G+m(5) =Eml +Zml =§ml

La fréquence naturelle est

1 3y
2w 21
La période est
21
T,=2m |z —
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Moment d'inertie

L'expression donnée pour /] = ml? n'est valable que pour un pendule formé par une
masse ponctuelle (pendule mathématique). Dans le cas ou la masse a une certaine
extension spatiale (pendule physique), il faut tenir compte de sa géométrie. Dans
notre cas, le pendule est formé par une barre prismatique de longueur [. Donc le
centre de masse ne se trouve au milieu de la barre. En plus, il faut tenir compte de la
distribution de la masse au moment d'inertie total du pendule.

!
jzj-rzdm
0

(0]
r ‘HA ar

! ¥

> »
< Lt

Ici, r est la distance entre un élément de masse dm et |I'axe de rotation.
dm = udr ; u =% masse linéique

L' om 1m 1
Jo =f07”27d7”=§TT3|6=§m12

Pour le calcul du moment d’inertie par rapport au centre de masse d’une tige
3

V2 m 1m 1m/(/l I} 1
— 2 - 3+l/2=__ _ (= - 2
Jo ]l/zr =37 =37 <(2) ( 2) ) 1z ™

Il est important de comprendre que le moment d'inertie dépend du choix de I'axe de
rotation. Dans la pratique, il s'avere souvent plus facile de calculer le moment d'inertie
Jc par rapport a un axe qui passe par le centre de masse G d'un corps. Pour déterminer
ensuite le moment d'inertie par rapport a un autre axe, parallele au premier, le
théoreme des axes paralléles (théoreme de Huygens) Steiner s'applique :

Jo =J + md?

ou m est la masse totale du corps en rotation et d est la distance entre le centre de
masse et |'axe de rotation.

Pour une barre de dimensions transversales négligeables devant la longueur
— Neo Loy lapz=1,2
]0—]G+m(2) —12ml +4ml —3ml
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Equations du mouvement

Energie Cinétique
2 2

T=1J,01+1J,6
Energie Potentielle

- Ressort

V, =1ke’ =1k(x, —xl)2

X, =af, et Xx,=ab,

V, =1ka?(6,-6,)’
- Barres

V, =mg % (1—coséd,) + mg 4 (1—cosé,)
Approximation pour des angles faibles : 1-cosé [ £
V, =1mglé? +imgl&’

V =1ka?(6,-6,)" ++mgle? + i mgle?
Les équations de Lagrange
%(g—Tj—g—;+ﬂ+ﬁ= F i=12

, a .
Pour notre cas
=6 et g,=6
La fonction de dissipation est nulle (R =0) pas d'amortissement.

Les forces généralisées sont nulles (F,=F, =0) pas de forces extérieures.
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La premiere équation du mouvement

d|._aor oT ov

061 o0 %6

.2 .2
izi.(%\]191+%\]292}

00, 06
ﬂ=J191
061
d[|or | — ;
E( v )_Jléh

061
a_q
06,

) 2 2 2

%zﬁ(%ka (60,-6,) +5mglY, +%mg|92)

o =k’ (6, - 6)(-1)+ 3 mglo,
o - (% mgl + kaz) 6, —ka’6,

3,60+ (3mgl +ka?) 6, — ka6, = 0

La deuxieme équation de mouvement

dfor |_or 4 oV —
dt( ~ ) aez+aez—0

.2 .2
izi.[%3191+%‘]292]

002 062
4 =J,6,
002
%(G,T)=J292
002
a5 =0
&N _ o (1142 2 3 2,1 2
a—@—ﬁ(ika (6,-6,)" +5mglo; +zm9|6’z)

2 =ka’(6,-6,)(+1)+1mglé,

2 = —ka’6, +(+mgl +ka’ ) 6,

J,0.—ka’6, +(1mgl +ka?)6, =0
Le systeme de deux equations de mouvement
3,60+ (3mgl +ka?) 6, — ka6, = 0

J,0,—ka%6, +(5mgl +ka®)6, =0
Dans un mode propre on suppose que les deux pendules oscillent avec la méme
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fréquence
6, (t)= Acos(at+g)
6, (t)= A, cos(at+¢)
6, (t)=—o"A cos(at+9)
b, (t)=—’A, cos(at +¢)
On remplace dans les équations de mouvement
—’J,A cos(at +¢) + (5 mgl +ka® ) A cos(at +4)—ka®A, cos(at +¢) =0

~J,A, cos(at + ¢) —ka’ A cos(at +¢)+ (3 mgl +ka®) A, cos(at +¢) =0

{[(%mgl +ka?) -2, | A —kaZAZ}cos(a)t +4)=0

{—kaZAi + [(% mgl +ka’) - a)ZJJ Az}cos(a)t +¢)=0
comme cos(wt+¢)#0 =

[ (3mgl +ka*) -0’3, | A —ka’A, =0

—ka%w[(%mgl +ka2)—a)2J2]Az =0
Sous forme matricielle

(% mgl + ka2) ~- a0’ —ka? A 0

—ka? (4mgl +ka?) -3, {Az}:{o}

Pour avoir une solution non triviale il faut que le déterminant soit nul
(4mgl +ka?) - 03, —ka?

—ka? (¢mgl +ka®) - ?J,

(4mgl +ka® - 03, ) (1 mgl +ka’ - *J, ) - (—kaz)2 =0

J, et J, moment d'inertie massique par rapport aux axes de rotation pour une tige
de longueur | etde masse m oscillant autour d'un axe passant par son extrémité
J,=J,=1iml?

(4 mgl +ka® —%mlza)z)2 - (kaz)2 =0

(4mgl +ka? —iml*e’ —ka®)($mgl +ka® —iml’w’ +ka’) =0

(4mgl +ka® —iml*e’ —ka’)=0 , = & =3%;=T,=27 %
(4mgl +ka® —iml’e’ +ka’)=0 , = W =324+6(2) 'k =T, =22 i
2 3 2 721 1) m 1 3(mg| +4ka2)

Les fractions modales
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A _ [(%mghka?)_%mlzmz]

A ka?
Mode 1

. (ﬁ)(l) B [(%mgnkaz)—%mlzaﬂ
17\ A - ka2
(imgl+ka2)—lmlzg%

n=+"———757"—==1

1 ka
Mode 2
[ (i)(Z) _ [(%mgl+ka2)—%mlza)§j|
27\ A - ka2
= (2mgl-+ka? )-Lmi2(39+6(2)° k) _ 1

ka?

Les réponses
6,(t)= Acosat+B sinat+ A, cosmt + B, sinyt
6, (t)=rA cosmt+ 1B sinat +r1,A, cosmyt +1,B, sinw,t
nr=1 et n=-1
6,(t) = Acosamt + B sinat+ A, cosm,t + B, sinmyt
6, (t)= A cosamt + B sinat — A, cosamt — B, sinwst

Les vitesses

o1 (t)=—amAsinat + mB, cosat — m,A, sinwt + w,B, cosw,t

0, (t) =-wAsinat + mB, cosmt + w, A, sinw,t — ,B, cos wyt

Les conditions initiales :
On distingue trois types fondamentaux d'oscillations.

0:(t)= 0:(t)=0

—w, A sin0+ @B, cos0— w,A, sin0+ @,B, cos0 =0
—w, A sin0+ @B, cos0+ w,A, sin0— ,B, cos0 =0
@B, +»,B, =0

oB, —wB,=0

= B =B,=0
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Oscillations symétriques
Conditions initiales : 7Yy 7y

01(0) = 02(0) = 6,
01 (1) = 6, (1) =0 Y

A;cos0+ A,cos0 = Oy
A;cos0—A,cos0 = 0y

=A =600 et A2=0

01(t) = Ogcoswit
92(1:) = 90COSa)1t

Il s'agit d’'une oscillation a une seule fréquence. Le couplage ne joue aucun role,
puisque le ressort reste toujours dans le méme état de tension. Il est alors naturel
gu'on retrouve la période du pendule physique.

T,=2n 2—|
39
6, (t)=0.1cos(3.834t)
NIWAY
0.0 f t f f f f | f f
3 4 5 8 9 10
T t

-0.1 —

6, (t)=0.1cos(3.834t)

NAWAWANWANWAWS
_0_1;\/\/ ‘

w__
I
o —+
m——
O
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Oscillations antisymétriques 7y
Conditions initiales :

6,(0)=-6, et 6,(0)=86,

0. ()= 0, () =0

A cosO+ A, cos0=-6, /
A cosO0— A, cos0 =6,

= A=0 et A=-6

6, (t)=—-6,cosm,t
6, (t)=+6,cosm,t

_ 6ka®. L 4 H
w, =37+ ml?

Il s'agit de nouveau d'une oscillation a une seule fréquence, mais le couplage entre
les deux pendules résulte en une diminution de la période (équivalent a une
augmentation de la fréquence).

2ml?
T =271 |— 20
' ﬁ\/3(mgl+4ka2)
6, (t) =-0.1cos(5t)

JAA AN
S

6, (t) =+0.1cos(5t)

NWAWANAWAWAWAWAW,

-0.1 —

—
>
=

<]
-

ro -
0 -
g
-
o)
- 4
[0.0]
o
>
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Oscillations avec battements | y f O; 0>
Conditions initiales :

6,(0)=0 et 6,(0)=+6,

0:(t)= 0:(t)=0

6,(0) = A cos0+ A, cos0 =0
6,(0) = A cosO— A, cos0 =6,
A =+06,/2

A ==6,/2

0:(1)

6, (t) :%cos ot + %cos w,t

6, 7
2 cosamt ——=2cosm,t
p Ty RN

&, (t) = 0.05co0s(3.8t) —0.05cos(5t)

b A AR AL
'H"H"H”H"H"H"H"H'

6, (t)=0.05cos(3.8t)+0.05cos(5t)

N l“HL.lh..HIHHL.AHMHL.AILJ
'V !"!h '! !'HVI"! !"!l" l"!l
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Solution : En utilisant des relations trigopnométriques on obtient

6,(t)=6, cos(a)th) x cos(2 % y)

6, (t) zeosin[%)tsin(%jt

Si le moment de force di au couplage est faible vis-a-vis du moment de force di au
poids, alors ka? « mgl, et on voit que w, est voisin de w,, c-a-d w, — w; K w, + w;.

Il s'ensuit que les fonctions sin(%tj et cos( > 1tj varient lentement par
rapport a sin LR PPN cos(wt).

2 2
On observe que I'amplitude d'un des pendules, variant a la fréquence (%j est

modulée par la faible fréquence (%) Le déphasage de % entre le sinus et le

cosinus traduit les battements entre les deux pendules : lorsqu’un pendule est a son
amplitude maximale, l'autre est arrété. L'énergie mécanique passe progressivement a
chaque oscillation d'un des pendules sur l'autre par l'intermédiaire du ressort de
couplage.

27 2T,
(%) T,+T,

La période d'oscillation T vaut 7 =

et la période de battement T, (qui correspond au temps compris entre trois arréts
2z 2T,

o-a, T,-T,
( > )

consécutifs du méme pendule) T, =

Détermination de la constante de rappel k du ressort
On peut déterminer la constante de rappel k du ressort en mesurant les périodes T; et

2
T, des pendules couplés. k = r2ngl Gz 1}.



P 9L [ S 1 DU [ ] N —— Y Y DEX
’ A h n Gy \.«“" ‘?Jl .“ ‘A ;\'".“ SJ‘J:’
L o1 53l g o glall () 5 9 daalyy Cilua g3 tasa
o * e O cCHiC
Université des Sciences et de la Technologie d’Oran Mohamed BOUDIAF B IAT”::f i A
Faculté de Génie Mécanique Rjiat
Département de Génie Mécanique

Valeurs des fréquences pour différentes positions du ressort

Premier cas
|

a=—
4

2
f2:i §g+6(lj h:i §g+§£
2r\2 [ 4) m 27r\/21 8m

Deuxiéme cas

I
a=—
2

2
(oL [39.g 1] k_1 [3g 3k
2\ 2 1 2)m 2x\N21 2m
Troisiéme cas

3l
a=—
4

2
TR L
2r\ 2 [ 4) m 2z\N21] 8 m




