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Système à deux degrés de liberté 
Exercice 1   
 
Pour le système à deux degrés de liberté suivant :  

 

a) Déterminer les équations du mouvement avec la méthode de Lagrange. 

b) Déterminer les pulsations propres et les modes propres correspondants. 

c) Déterminer les réponses des deux masses si  
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Système de deux équations différentielles 
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Equations de mouvement sous forme matricielle 
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On suppose que dans un mode propre  
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Pour avoir des solutions non triviales il faut que le déterminant du système soit nul 
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d’où l’équation caractéristique  
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Les vecteurs propres 
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Exercice 2  

Pour le système à deux degrés de liberté composé de deux cylindres identiques de masse 𝑚 qui roulent 

sans glissement (𝑥1 = 𝑟𝜃1 ;  𝑥2 = 𝑟𝜃2 )  et de trois ressorts identiques de constante de raideur 𝑘.   

  

 

 

 

 

 

 

a) Calculer l’énergie cinétique totale des cylindres. 

b) Calculer l’énergie potentielle totale de déformation des ressorts. 

c) Déterminer les équations de mouvement avec la méthode de Lagrange. 

d) Calculer les pulsations propres. 

(Utiliser 𝜃1 et 𝜃2 comme coordonnées généralisées) 

 

 

Solution 

 

a) Energie potentielle  

A l’instant 𝑡 le centre de gravité du premier cylindre se déplace de 𝑥1 en roulant et le centre de gravité 

du deuxième cylindre se déplace de 𝑥2 en roulant.  

Le ressort à gauche s’allonge de (2𝑥1). 

Le ressort du milieu s’allonge de (𝑥2 − 𝑥1). 

Le ressort à droite s’allonge de (2𝑥2). 
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b) Energie cinétique 

Le 1er cylindre possède une translation 𝑥1 du centre de gravité et une rotation 𝜃1  (𝑥1 = 𝑟𝜃1) autour de 

lui.  

Le 2ème cylindre possède une translation 𝑥2 du centre de gravité et une rotation 𝜃2  (𝑥2 = 𝑟𝜃2) autour de 

lui. 

Le moment d’inertie massique d’un cylindre autour d’un axe passant par son centre gravité 𝐼𝐺 =
1

2
𝑚𝑟2. 
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Comme 𝑥̇1 = 𝑟𝜃̇1    et  𝑥̇2 = 𝑟𝜃̇2 
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c) Equations de Lagrange 

𝑑

𝑑𝑡
(
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) −

𝜕𝑇
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+
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= 0     𝑖 = 1,2  

Première cordonnée généralisée (𝑞1 = 𝜃1). 
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+
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𝜕𝜃̇1

=
3

2
𝑚𝑟2𝜃̈1 

𝜕𝑇

𝜕𝜃1
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𝜕𝜃1
= 5𝑘𝑟2𝜃1 − 𝑘𝑟2𝜃2 

Première équation de mouvement   

3

2
𝑚𝑟2𝜃̈1 + 5𝑘𝑟2𝜃1 − 𝑘𝑟2𝜃2 = 0 

Deuxième cordonnée généralisée (𝑞2 = 𝜃2). 

𝑑
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𝜕𝑇

𝜕𝜃̇2

=
3

2
𝑚𝑟2𝜃̇2 

𝑑

𝑑𝑡

𝜕𝑇

𝜕𝜃̇2

=
3

2
𝑚𝑟2𝜃̈2 

𝜕𝑇

𝜕𝜃2
= 0 

𝜕𝑉

𝜕𝜃2
= −𝑘𝑟2𝜃1 + 5𝑘𝑟2𝜃2 

Deuxième équation de mouvement   

3

2
𝑚𝑟2𝜃̈2 − 𝑘𝑟2𝜃1 + 5𝑘𝑟2𝜃2 = 0 

Les équations de mouvement sous forme matricielle 

[

3

2
𝑚 0

0
3

2
𝑚

] (
𝜃̈1

𝜃̈2

) + [
5𝑘 −𝑘
−𝑘 5𝑘

] (
𝜃1

𝜃2
) = (

0
0

) 

d) Les pulsations propres  

On suppose que dans un mode propre  

 
𝜃1(𝑡) = Θ1cos𝜔𝑡

𝜃2(𝑡) = Θ2cos𝜔𝑡
   ⇒   

𝜃̈1(𝑡) = −𝜔2Θ1cos𝜔𝑡

𝜃̈2(𝑡) = −𝜔2Θ2cos𝜔𝑡
 

 [
5𝑘 −

3

2
𝑚𝜔2 −𝑘

−𝑘 5𝑘 −
3

2
𝑚𝜔2

]   {
Θ1

Θ2
} = {

0
0

} , 

Pour avoir des solutions non triviales il faut que le déterminant du système soit nul 

|
5𝑘 −

3

2
𝑚𝜔2 −𝑘

−𝑘 5𝑘 −
3

2
𝑚𝜔2

| = 0  

d’où l’équation caractéristique  

(5𝑘 −
3

2
𝑚𝜔2)

2

− 𝑘2 = 0 

(5𝑘 −
3

2
𝑚𝜔2 − 𝑘) (5𝑘 −

3

2
𝑚𝜔2 + 𝑘) = 0 

(4𝑘 −
3

2
𝑚𝜔2) (6𝑘 −

3

2
𝑚𝜔2) = 0 

𝜔1 = 2√
2

3

𝑘

𝑚
   𝑒𝑡   𝜔2 = 2√

𝑘

𝑚
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Exercice 1  
Un Chariot de masse 𝑀 repose sans frottement sur un plan horizontal oscille sous l’action de deux 

ressorts identique de rigidité 𝑘 fixés à la masse par l’une de leurs extrémités et à un support fixe par l’autre ; 
un pendule simple de longueur 𝑙 et de 𝑚 est articulé au point 𝑂.  
a) Déterminer les équations de mouvement en utilisant les équations de Lagrange. L’angle 𝜃 reste faible. 
b) Calculer les deux fréquences naturelles si on donne  𝑀 = 10 𝑘𝑔, 𝑚 =  0,5 𝑘𝑔, 𝑙 = 0,3 𝑚 et 𝑘 =

 720 𝑘𝑁/𝑚. 
 

 

 
Solution  
Energies potentielles 
Energie potentielle élastique des deux ressorts 

 2 21 1
1 2 2pE kx kx= +   

Energie potentielle de gravitation du pendule simple 

 Ep2  mgym   

 ym  l  lcos  l1  cos   

 Ep2  mgl1  cos   

pour     faible   
2

2
cos 1 ... = − +   

 21
2 2pE mgl=   

Energie potentielle du système 

 1 2p p pE E E= +   

 2 21
2pE kx mgl= +   

Energies cinétiques 
Energie cinétique du chariot 

 21
1 2cE Mx=   

Energie cinétique du pendule simple 

 ( )
2

2 2 21 1 1
2 2 2 2cE m x l mx ml mlx  = + = + +   

 

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐸𝑐

𝜕𝑞𝑖̇
) −

𝜕𝐸𝑐

𝜕𝑞𝑖
+

𝜕𝐸𝑝

𝜕𝑞𝑖
= 𝑄𝑖 

 

 
m  

k                   k 

θ 

M     O 

x  
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autre méthode 
position de  m   

 
sin

cos

m

m

x x l

y l





= +


=
  

cos

sin

m

m

m

x x l
v

y l

 

 

 = +
 = 

= −

  

 
2 2

2 cos sinmv x l l   
     

= + + −   
   

  

 ( )
2 2

2 2 2 2cos sin 2 cosmv x l x l    
   

= + + +   

pour     faible   cos 1   

 
2 2

2 2 2mv x l x l 
   

= + +   

 21
2 2c mE mv=   

 
2 2

21
2 2

2cE m x l x l 
    

= + + 
 

  

Energie cinétique du système 

 
1 2c c cE E E= +   

 
2 2 2

21 1 1
2 2 2cE M x m x ml ml x 

    

= + + +   

 
Equations de Lagrange 

 
d

dt

Ec



q

i

 Ec

q i


Ep

q
 0

     avec    i  1,2   

pour la coordonnée généralisée  q1  x   

 
d

dt

Ec



x

 Ec

x


Ep

x
 0

  

 
Ec



x

 M

x m


x ml




  

 
d

dt

Ec



x

 M

x m


x ml




  

 
Ec

x
 0   

 
Ep

x
 2kx   

d'où la première équation de mouvement 

 M  m

x ml


 2kx  0 1   

pour la coordonnée généralisée  q2     

 
d

dt

Ec





 Ec

 
Ep

  0
  

 
Ec





 ml2

 ml


x

  

 
d

dt

Ec





 ml2

 ml


x
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Ec

  0   

 
Ep

  mgl   
d'où la deuxième équation de mouvement 

 ml

x ml2


  mgl  0 2   

sous forme matricielle 

 

M  m ml

ml ml2


x




2k 0

0 mgl

x




0

0
  

les solutions sont cherchées sous la forme 

 
cos sin

,
cos sin

x X t x X t

A t A t

 

   

= = 
 

= = 
   ou   

i t

i t

x Xe

Ae





 =


=
  

 
2

2

cos

cos

x X t

A t

 

  






= −

 
 = −

  

et en les reportant dans le système d'équations de mouvement, le système homogène suivant est obtenu:  

 

2k  2M  m 2ml

2ml mgl  2ml2

X

A


0

0
  

les solutions autres que les solutions banales  X  A  0    sont déduites des valeurs de      qui annulent le 
déterminant de la matrice 

 

2k  2M  m 2ml

2ml mgl  2ml2
 0

  

 Ml2m4  2kl2m  glm2  Mglm2  2gklm  0   

 
4  2k

M
 Mm

M

g

l
2  2k

M

g

l
 0   

avec  M  10 kg, m  0,5 kg, l  0,3 m  et   k  720  103N/m.   

 
4  2720103

10
 100.5

10

9.81

0.3
2  2720103

10

9.81

0.3
 0   

 4  1. 4403  1052  4. 7088  106  0   

on pose     2   

 2  1. 4403  105  4. 7088  106  0  , 

     1  32.701,2  1.44  105    

 1  5.72 rad/s   

 2  379.47 rad/s   
 


