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Chapitre 1

Rappel sur les espaces vectoriels

normés,espace de Banach,espaces
de Hilbert

1.1 Espaces vectoriels normés (e.v.n)

Définition 1 Soit E un K espace vectoriel. On appelle norme sur E toute appli-
cation : || - || : E — Ry qui vérifient :

— Ny)Vx e E ||z|| > 0et|lz]| =0 2=0

— NoNz,y € E ||z +y| < |lz|| + |lyl| (Inégalité triangulaire)

— N3)Vee EVAeK

Remarque 1 Toute norme sur E définit une distance d : E x E — Ry par
Va,y € E d(z,y) = ||lz + y||

Définition 2 Un e.v.n est un couple (E,|| - ||) constitué d’un K espace vectoriel
est d’une norme || - || sur cet espace

Exemple 1 1.E=K"K=RouC) z=(x1,29,....,2,) |lz|]1 =25 |z
lzllz = (Zi [2:f*)2 |2lle = maxi<icy |2s]
22E=0PK)p>1 K=RouC)={r = () 2n € K, Xps |2;]" < 00}
2l = (Xis |x:l?)
3. E = L) ={f:1 — Kmesurable [, |f(t)|Pdt < oo} (deux fonctions f,g
presques partout égales sont supposées identiques) || fll, = (f; | f(¢)|Pdt)?

S =

Définition 3 Soit (£, ||.|g un e.v.n. On appelle boule ouverte de centre a € E et
de rayon r > 0 l’ensemble, Bo(a,r) ={x € E | |t — y.|g < r} et boule fermée de
centre a € E et de rayon r > 0 'ensemble Bp(a,r) ={z € E | |zt —y.|pg < r}
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Définition 4 Une partie M no vide de E est dite ouverte dans (E,||.|g si M
peut s’écrire sous forme de boules ouverte de centres a; € M,i € [ ( M =

Uier Bo(ai, 73))

Définition 5 On dit qu’un point a € E adhére a M si toute boule boule ouverte
de centre a rencontre M, ’ensemble des points de E adhérents a M est noté M

(a € M < Y¥r >0 MNOBo(a,r) # 0

Définition 6 Un e.v.n (E,|.|g est dit séparable s’il existe un ensemble dénom-
brable dense dans E.

Exemple 2 LP(I) est séparable

1.2 Espace de Banach

Définition 7 Soit (E,|.|g un e.v.n. On dit qu’une suite (x,), d’éléments de E
converge vers x € E si :

Ve > 03n. € NVn > ne; ||z, —z||p <€
On écrit lim z, = x
n—oo
Remarque 2 Dans un e.v.n la limite d’une suite convergente est unique.

Définition 8 Soit (E,|.|g un e.v.n. On dit qu’une suite (z,), d’éléments de E
est de Cauchy si :

Ve > 03dn. € NVn >m > ng; ||z, — znl|lp <€

Proposition 1 Soit (E,||.||g un espace vectoriel normé. alors toute suite conver-
gente est de Cauchy. L’inverse n’est pas toujours vraie ( (zn), = ((1 + %)")n C
(Q, ) nhHIIOlOSUn =enon€e€ Q

Définition 9 Un e.v.n (E,|.|g) est un espace de Banach s’il est complet pour la
norme ||.||g (toute suite de Cauchy est convergente dans E)

Exemple 3 1. (R, ].]), (K™, ||||2) K =RouC sont des espaces de Banach
2. (Cla,b], |Ill) €t LP((a,b)) sont des espaces de Banach
3. (Cla,bl,||.|l1) n'est pas un espace de Banach



1.3 Espace de Hilbert

Définition 10 Soit H un e.v.n sur K = R ouC. On appelle produit scalaire toute
forme sésquilinéaire, hermitienne et définie positive, on note (x,y) le produit sca-
laire entre x et y.
(,): HxH—H
(z,y) = {z,y)
qui vérifie :
1. — Vy e H, z+— (x,y) € Klinéaire
— Va € H, y — (z,y) € Kvérifie
ayr + Bys — alx,yy) + Bz, yo) ( sésquilinéaire dans le cas compleze et
bilinéaire dans le cas réel)

2. Vx,y € H, (y,z) = (y, ) ( hermitienne pour le cas complexe et symétrique
pour le cas réel).

3. Vre H, (v,z) >0 et (rv,2) =0 2=0.

Définition 11 Si H est muni d’un produit salaire, on dit que H es un espace
préhibertien.

Exemple 4 1. H=R et K=R (z,z) = zy
2. P(C) = {z = (zn)nz1, T € C| 0% |za]* < 00} (z,2) = 0%, 20T
3. L*([0,1],C) = {f : [0,1] = Cmesurable| [y | f(t)|?dt < +o0} ( deux fonc-
tions f, g € L*([0,1],C)L?([0,1],C)p.p égales sont supposés identiques) (f,g) =
Jo F(t)g(t)dt

Proposition 2 Soit l'application N : H — R+ par N(z) = \/(x,z) définie une
norme sur H (norme induit du produit scalaire).

Proposition 3 Soit H un espace préhilbertien. On a Vx,y € H
— Nz +yl? + |z — yl|> = 2(||=||* + |lyl|*) (Idendité du parallélogramme)
— ol — o — gl = 4R((z, )
— [z, )| < ||z|||lyl| (Inégalité de Cauchy Schwartz)

1

— 4y, + y>% < <x,x>% + (y,y)2 ( Inégalité de Minkovski)

Définition 12 Un espace de hilbert est un espace préhibertien complet par rapport
a la norme iinduite du produit salaire.

Proposition 4 Pour tout x € H, x+ = {y € H|(z,y) = 0} est un s.e.v fermé de
H.

Mt ={ye H|{(z,y) =0V € H} = (| 2" est un s.c.v fermé de H.
zeM
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Remarque 3 1. Ay #0 A C Ay = Ay C At
2. At = [A]t = mL, [A] est le plus petit s.e.v qui contient A.

Théoreme 13 Soit H un espace de Hilbert, F' une partie non vide fermé convexe
et xo € H alors il existe un et un seul yo € H telque ||zg — yol| = Infyerlzo — yll,
on note yo = Pr(x¢) € F. yo est caratérisé par R{xo — yo,y — yo) < 0, Vy € F

Théoreme 14 Si F' est un s.e.v fermé de H, alors l’application :Pp : H — F
est une application linéaire continue et Pp(x) est l'unique point y € F telque
x—y€EFt

1.3.1 Bases Hilbertienne

Définition 15 (Théorémes d’existences). Soient E un espace préhilbertien et (€;)ien
une famille de vecteurs de E. On dit que la famille (e;);en est orthonormale
si Vi # j (e, ej) et (e;,e;) = 1. Si de plus la famille est totale (H = [(e;)ien])

Théoreme 16 Tout espace de Hilbert admet une base de Hilbertienne.
Proposition 5 Soit E un espace préhilbertien, pour tout systeme orthonormal
(en)nen €t tout © € E, la série 3,50 |Cn(2)?, Cu(z) = (z,€,) est convergente de

somme ||z||* et la série 3,50(x, en)e, de somme .

Exemple 5 H = L?([0,1],C), la famille (e,)nen, €n = exp2innt est une base
hilbertienne de H



Chapitre 2

Théorie spectrale des opérateurs
linéaires bornés

2.1 Opérateurs linéaires bornés

Définition 17  Soient (E, ||.||g, (F,||.|r) deuz K e.v.n.. Un opérateur linéaire
borné T : E — F est une application linéaire de E — F' qui vérifie :

AM > 0V € E|[T(x)|r < M||z|
Exemple 6 1. L’opérateur identité
ldg : E—F
x— Ildg(z)==
Vz € B, |[Idp(z)|p = ||lz|s
2. L'opérateur nulVx € E, ||0g(2)||g = ||0x||g = ||0z||g = ||0||lg = 0||z|]|g =0
3. L’opérateur de décalage (Schift)
S 2(R) — I*(R)
r = (z,)n— S(z)=(0,21,29,.,.,..)
vz € PR) [S(2)lem = (5L [2al?)? = ll2]lee
Notation : L(E, F') = {T : E — F,linéaire borné} Si, on note L(E).
On vérifie facilement que L(FE, F') est un K espace vectoriel.

Théoreme 18 SoitT : E — F un opérateur linéaire alors les assertions suivantes
sont équivalentes :

1. T est borné

2. T est continue sur tout E

3. T est continu en 0



2.1.1 Norme d’un opérateur

Soit T": (E,||.||lg) — (F,||.||r) linéaire borné On pose

o= s [T 5= sup [ 7@)]rety = sup 1T
Propriétés
1. Les quantités «, fet vy sont toutes finies et positives
2. a=0=7vy

Définition 19 SoitT : (E,||.|g) — (F,||.||F) linéaire borné. Le nombre a = [ =~y
est appelé norme d’un opérateur noté ||T|| g, r)

Exemple 7
D Hdelloe =1 2) N0lleern =0 3) [ISlew =1

Proposition 6 On a les propriétés suivantes :
1.VT € L(E, F) |T@)lr < I Tlem s
2. T (e,ry défini une norme dans L(E, F)

Théoréme 20 Si F est un espace de Banach L(E, F') est un espace de Banach.L(E, F)
(Pour FF =K L(E,K) = E*

Définition 21 Soient (E, ||.||g), (F,||.|F) deuz espaces normés. On dit que T €
L(E, F) est inversible si T est bijective et T™' est borné( T™' € L(F, E))
L’ensemble des opérateurs T' € L(E, F') inversibles est noté Iso(E, F)

Théoréme 22 Soient (E, ||.||g), (F, ||.||r) deux espaces de Banach et T € L(E, F)
. Si T est bijectif alors T est inversible (T € Iso(E, F)( Si un opérateur T linéaire
borné est bijectif alors T—' est aussi borné)

Théoréme 23 (Théoreme de L’application contractante)

Soient E un espace de Banach, T € L(E) tel que ||T|| < 1 alors (Idg — T) est
inversible et la série Y 5o T* est convergente vers (Idg —T)7".

De plus ||((Idg — T)7Y| < WIHL(E))

Preuve 1 Comme ||[T*|| < |T||* k € N et |T|| < 1, la série Y350 T* est norma-
lement convergente (Yo ||T||* est une série géométrique de raison | T| < 1 donc
convergente de somme S.

ST =TS = Sy THL = TU4T2 4 +Th 4 = S—Idp = S(I'—Idp) = —Idp =
S(ldg —T)=1dg et TS =S5 —Idg = ((Idg — T)S = Idg donc (Idg —T) est
inversible et S = (Idp—T)"" et |(Idg—=T)7'|| = |S]| < Siso |IT)F = QA= ||T|)
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Corollaire 1 Soient (E, |.|g), (F\|.||r) deuz espaces de Banach,Iso(E, F) est un
ouwvert de L(E, F)

Preuve 2 Soit Ty € Iso(E, F) et soit T € L(E,F) telque | T — Tp|| < W =
[dg—ToTo|| = [(To-T)Ty 'l < I(To-T)INT5 || < 1 =TTy = Idp—(Idp—TTy)
est inversible et T =TTy ' Ty est inversible.

2.2 Opérateur adjoint

Définition 24 Soient (Hy, (,)n,) et (Ho, (,)n,) deur K espaces de Hilbert, on
apelle adjoint de l'opérateur T € L(Hy, Hy) lopérateur T* : Hy — H; telque

Ve € Hy Vy € H <T(ZE),?/>H2 = <I>T*(y)>H1

Proposition 7 Soit T' € L(Hy, Hs) ((Hy Hy) deux espaces de Hilbert), il existe
un unique T* € L(Hq, Hy) et ||T*]| = ||T||.

Exemple 8 Soit H = [*(R) et l'opérateur S € L(I*(R) définit par

S *(R) — I*(R)
= (xy)n— S(x)=(0,21,29,., Tp.,..)

S* 2(R) — 2(R)

Lopérateur adjoint de S est
p j y = (yn>n = S(I) = (927937 '7yn‘7 )

Proposition 8 Soient (Hy Hs) deux espaces de Hilbert, on a YT € L(Hy, Hs)
1.
(T*)" = TN | ata,rry = T\ oy sy €| T 0 T = || T2
2. Si Hy est un espace de Hilbert , S € L(Hy, Hs), T € L(Hy, H3) on a
(ToS)=S5*oT*
3. kerT* = (T(E)* (TL(H,, H>))

Définition 25 ( Opérateur unitaire,normal, autoadjoint et positif)
Soient (Hy Hy) deux espaces de Hilbert .

1. Un opérateur T € L(H,y, Hy) est dit unitaire si T* o T = Idy, et T o T* =
Idy, .

2. Un opérateur T € L(H,) est dit normal si
T oT =ToT".

3. Un opérateur T' € L(H,) est dit autoadjoint si T* =T.



4. Un opérateur T € L(Hy) est dit positif s’il est autoadjoint et
<T($)7x><T(x),y>H2 € R + Vx € Hl.

Proposition 9 Soient (Hy Hs) deux espaces de Hilbert et T € L(H,y, Hs)
a) L'opérateur T* o T de L(H;) est positif

b) L’opérateurT est normal si et seulement si pour tout x € Hy on a |T*(2)|| =
17 ()]

2.3 Théorie spectrale des opérateurs linéaires bor-
nés dans un espace de Banach

Définition 26 Soit E un espace de Banach et T € L(FE),on appelle spectre de T et
on note o(T') l'ensemble des valeur \ € C telles que T — N\ dg n’est pas inversible.
On appelle résolvante de T application qui a X € (C—o(T))associe (T — N dg)™!.
On la note Rr(\), A € (C—o(T))

Cas d’espace de dimension finie

Soit E un e.v.n de dimension fini le nombre complexe A € C est appelé valeur
propre de lopérateur T' € L(E) si I'équation spectrale T'(z) = Az < (T —
Mdg)(x) = Opadmet une solution = # 0 non nulle.

Le nombre A € C est une valeur propre de 7' si et seulement 'opérateur T, =
(T — M dg) n’est pas injectif équivalent a n’est pas bijectif ou encore n’est pas in-
versible. 'opérateur 7" peut étre représenté par une matrice A = (ai;)(i=,...n;j=1,..n)
ce qui fait que la définition généralise cette notion de valeurs propres et vecteurs
propres.

L’ensemble des valeurs propres de T est appelé spectre ponctuel de T (o(T) =
0,(T')) et 'ensemble de vecteurs propres de T'est le sous espace propre associé a la
valeur propre .

Si (T — Mdg)(z) = 0 n’admet pas de Solution non nulle c’est a dire (7' — A\ dg)
est injectif donc bijectif alors A est une valeur réguliere de T' (I'ensemble résolvant

o(T) = (C = a(T)).

Proposition 10 o(7") est une partie compacte de K (K = RouC et |\ < ||T|
pour tout A € o(T)

Preuve 3 CommeT € L(E) lapplication (T—\dg) € L(E) et F;\K o (T __;]Ld(EE))G L(E)
o(T) = F Y (Iso(E) est un ouwvert de K et o(T) = C — o(T) est fermé.

Si |\ > ||T|| alors |[Idg + 5(T — Mdg)|| = % < 1. Ce qui donne —5 (T — N dg)

est inversible et de méme (T — N dg) est inversible et o(T) C [—||T||, +[|T|] si

K=R et o(T) C D(O,||T||) donc o(T) est borné et compact.
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Définition 27 Lorseque o(T) # (0 , on appelle rayon spectrale de T : r(T) =
sup{[A, A € o(T)}

Exemple 9 H = L*([0,1),C) et l'opérateur T : H — H défini par Tf(x) =
ef(0)z € 0,1 ITF@IP = fa2f(pde < Ll f(Plde < fi1f@Plde =
| fII? L’équation spectrale (T — N dg)f(z) =0V f € H, Vx € [0,1].

= Tf(x) — Mf(x) = OVf € H, Vo € [0,1] = zf(z) — \f(z) = OVf € H,Vz €
0.1] = 2f(x) = Af() ¥ € H, Yo € [0,1] > (z = X f() = 0Yf € H, Va € [0,1]
1) Sidnon € [0,1] —A#0 carx € [0,1] d'ot 5 = p(x) et T—Aldg) 'g(x) =

% est continue sur [0,1] et o(T) = C —[0,1] .

2) Si A € [0,1] il ya une smgulamte en x = X par conséquent (T — N dg)f n'est
pas inversible pour tous les A (péoles en x = X) donc o(T) = [0, 1]

3) Montrons par absurde que 0,(T) = 0 :supposons qu’il existe X € o,(T) tel que
(x—=N)f(x) =0,Vz €[0,1] = f(x) =0Vz € [0,1] Contradiction avec la définition
de vecteur propre.

Théoreme 28 Soit H un espace de Hilbert

1. Soit T € L(H), la résolvante Ry est une application holomorphe de [’en-
semble o(T) dans L(H) et vérifie [’équation de la résolvante

Rr(A) — Rr(p) = (A — ) Re(A) Rr(p) VA, € o(T)
2. Rp(A)Rr(p) = Re(p)Rr(X) VA, 1€ o(T)
Preuve 4 Preuve Exercice 3 Fiche de T'D N°2

Théoréme 29 (Formule du rayon spectrale) Soit E un espace de Banach
complexe et T € L(H) alors r(T) = Jim. HT”H%

2.3.1 Décomposition du Spectre d’un opérateur borné

Proposition 11 Soient E et F deux espaces de Banach et soit T € L(E,F) le
conditions suivantes sont équivalentes.

1. L’application T est injective a image fermé
2. 11 existe un nombre ¢ > 0 telque pour tout x € E on ait | T(x)|| > c||z||

3. Il n’existe pas de suite (x,)nen dans E telle que ||x,]| = 1 pour tout n € N
et Jim, [Tz, =0

Preuve 5 Preuve [Kais Ammari et Haikel Skhiri]
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Lemme 1 Soient E et F' deux espaces de Banach, un T € L(E, F) est inversible
si et seulement si il vérifie les deux propriétées suivantes :

a) Il existe un nombre ¢ > 0 telque pour tout x € E on ait | T(x)| > c||z||

b) T(E) = F
Preuve 6 Preuve [Kais Ammari et Haikel Skhiri]

Spectre dans L(F)
Soient E un espaces de Banach complexe, " € L(F) et A € C, nous distinguons
plusieurs cas pour Uopérateur Ty = (T — A\l dg) correspondant aux valeur .
1. Lesacalaire A est une valeur propre de T, ceci équivaut a dire que (T'— A dg)
n’est pas injectif;
2. Le scalaire A est telque (T — A dg) est injective mais n’as pas une image
dense dans F.
3. Le scalaire A est telque (7' — Al dg) est injective et a image dense dans F
mais pas fermé

Définition 30 Soient E un espaces de Banach complexe et T € L(E),

1. On appelle spectre ponctuel de T l’ensemble o,(T) des A € C telque (T —
Mdg) n'est pas injectif

2. On appelle spectre résiduel de T 'ensemble o,.(T) des X € C telque (T —
Mdg) est injectif mais son image n'est pas dense (T — N dg) # F

3. On appelle spectre continu de T [’ensemble o.(T) des A € C telque (T —
Mdg) est injectif, son image est dense (T — Al dg) = E et pas fermé

Proposition 12 Soit H un espace de Hilbert complexe et T € L(H), alors :

1. o(T*) =o(T) = {X X € o(T)}

2. X€a,.(T) < Anon € a,(T)eth € 0,(T*)
Exemple 10 H = L*([0,1],C) et lopérateur T : H — H défini par Tf(z) =
wf(x)z € [0,1] Lopérateur T est autoadjoint ( (Tf,g) = [, xvf(z)g(x)dx =
I3 f(x)xg(x)de = (f,Tg)) 0,(T) =0 et o(T) = [0,1] ,0n a X € 0,.(T) < Anon €
o,(T) et A € 0,(T*) = 0,(T) donc 0,.(T) =0 et o.(T) = [0, 1]

Proposition 13 Soit H un espace de Hilbert complexe, alors le spectre de tout
opérateur linéaire borné dans H est non vide

Lemme 2 SI Un opérateur normal T € L(H) est injectif, il est a image dense. Si
Vopérateur normal T vérifie : ¢ > Otelque pour tout x € Eon ait ||T(x)| > cllz|
il est inversible

Proposition 14 Soit H un espace de Hilbert complexe, alors le spectre résiduel
de tout opérateur normal est vide
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2.3.2 Spectre d’un opérateur autoadjoint borné

Proposition 15 Soit H un espace de Hilbert et T € L(H) autoadjoint, la norme
de T est donné par
IT|| 2ty = sup [Tz, z)|

[|z]|=1

Proposition 16 1. Les valeurs propres d’un opérateur borné autoadjoint sont
réelles

2. Deux vecteurs propres associés a deuc valeurs propres distinctes d’un opé-
rateur autoadjoint sont orthogonauz (et donc linéirement indépendants)

3. Le spectre résiduel d’un opérateur autoadjoint borné T' est vide

Lemme 3 Soit H un espace de Hilbert et T € L(H), alors H = ker T* @& ST =
ker T & ST

Preuve 7 Preuve TD

Proposition 17 Soit H un espace de Hilbert, T € L(H) et A un nombre réel

alors :
1. Xeo,(T) = (T —MNdy) #H
2. N€o0.(T) e T — Ndy) # T — N\dpy)

3. A€ o(T) < (T — Mdy) = H

2.4  Théorie spectrale d’un opérateur compact

Définition 31 Soient E, F deux espaces de Banach. L’opérateur Linéaire T
E — F est compact s’il transforme toute partie M borné en un ensemble rela-
tivement compact ( T(M) est compacte.

Exemple 11 1. F est de dimension fini (dim F' < 4+00), tout opérateur T €
L(E, F) est compact ( car si M est borné dans E alors T(M) est un s.e.v
de F' de dimension fini donc fermé et borné (T est borné) donc compact )
c’est un opérateur de rang fini.

2. E=C([0,1], ||-llc Idg : E— E n’est pas compacte ( la boule B(0,1) fermé
n’est pas compacte.

Remarque 4 1. Un opérateur T' : E — F compact est toujours borné. on
note K(E,F) CT € L(E, F) l’ensemble des applications liéaires compactes
de E dans F.
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2. T € L(E,F) est compact si et seulement si l'image T(Bp est relativement
compacte (Br est la boule unité ).

Proposition 18 1. K(E,F) est un s.e.v fermé de L(E,F)
2. Soient Soient E, F et G trois espaces de Banach, S € L(E,F) et L(F,G)

si S ou T est compacte alors T o S est compacte. (Dans le cas ot E et F
sont deuz espaces de Hilbert il y a équivalence)

Corollaire 2 SiT € L(E, F) est limite en norm e d’une suite d’opérateur de rang
fini alors T est compact.

Proposition 19

Propriété spectrale d’un opérateur compact

Théoréme 32 Soit E un espace de Banach, T € K(E, F) alors :
1. ker(Idg — T') est de dimension finie
2. S(Idg —T) est fermé
3. St (Idg — T) est injectif, alors (Ig — T') est inversible.

Preuve 8 Preuve [2]

Théoréme 33 Soit E un espace de Banach de dimension infinie et T € K(E, F')alors :
1. 0eo(T)

2. Toute valeur spectrale A est une valeur propre( o(T) = 0Uo,(T)) et le sous
espace propre Ey = ker(T — Ml dg) est de dimension finie

3. o(T) est dénombrable et s’il est infini, on peut indexer les éléments de
o(T) 0 en une suite (N),>1qui tend vers 0

Preuve 9 Preuve [1]
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