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Exercice 1. 1) L’opérateur T étant autoadjoint son spectre est réel d’ou i et —i
n’appartiennent pas a o(7') et les résolvantes T + ildy et T — ildy sont inversibles d’oil
(Idg —iT) = —i(T +ildy) est inversible son inverse est i(T + ildg) ™' et (Idy +iT) =
i(T — ildg) est inversible d’inverse —i(T — ildy) ™.

2) (Ily aerreur sur la fiche a corriger) On a (Idy +iT)(Idy —iT) = (Idy —iT)(Idy +
iT) = Idy + T? alors en multipliant & gauche 1'égalité par ((Idg + iT)~') on obtient
(Idg+iT) (I dy+iT)(Idy—iT) = (Idy+iT) ) (Idy—iT)(Idy+iT) don (Idg—iT) =
((Idg +4iT) V) (Idg — iT)(Idy + ¢T) puis en multipliant & droite par ((Idg +¢T)"') on
obtient (Idy —iT)((Idg +1T)™') = (T + ildy) ') (Idy —iT)(Idg +iT)((Idg +iT)7 ")
et le résultat (Idg —iT)((Idg +iT)™") = ((Idg +¢T)" ) (Idg — iT)

3) U = (Idg —iT)((Idg + iT)™") = ((Idyg +iT) V) (Idy — iT) = U* = (Idg —
i) ((Idg +¢T) 1) = (Idy + iT*)((Idg — iT*)™') et comme T* = T on obtient U* =
(Idy + iT)((Idy — iT)1)

4 UU* = (Idg — iT)((Idy +iT) Y (Ids + iT)(Idsy — iT)"Y) = Idy et UU = (Idg +
iT)((Idg —iT)™ ) (Idg — iT)((Idg +iT)™') = Idy, U est un opérateur unitaire donc
1U] = 1.

5) (Idg+U) = (Idg +iT)(Idyg +iT) ")+ (Idg —iT)((Idg +iT) ') = (Idg +iT + Idg —
iT)((Idg +4iT)™') = 2Idg((Idg +iT)™') = 2((Idg + ¢T)~") Par conséquent, (Idg + U)
est inversible d’inverse (Idy 4+ U)~' = 3(Idy +iT)

Ona(I-U)= Idg+iT)(Idy+iT)™")—(Idg —iT)((Idg +iT)™") = 26T (Idg +iT) " et
on a (erreur a corriger sur la fiche ) —i(Idy —U)(Idy+U) ™' = —i2iT(Idy+iT) 'S (Idy+
iT) =T.

Exercice 2. Montrons d’abord que l'opérateur V' = TU? est hermitien (autoadjoint),
en effet V* = (TUU)* = U*U*T* = UUT = U(UT) (car T et U sont hermitiens ).
Comme UT =TU; V*=(UT)U =TUU =V .

D’aute part Vx> H, (Vx,z) = (x, V) = (¢, TU(Ux)) = (TU)*z,U(z)) = (U(T(x)),U(x))

(T(U(x)),U(x)) > 0 car lopérateur T est positif :( T est hermitien et (T'(x),x) > 0 ).
donc V' est positif.

Exercice 3.a) En cours nous posé (Rp(A\) = (T'— Adg)™") en TD non.

Soient A,y € o(T), Rr(\) = Re(p) = (Mdy —T)" — (uldy — T)"" = (\ldy —T) " (Idy —
(Mdp — T))(pldy — T)7Y) = (1 — M) Rr(N) Rr ().

b) Montrons que Rr(\) est une application analytique Pour cela on vas montrer que o(7)
est un ouvert de C, Soit \g € o(T) et montons que la boule B(\g, ||[Rr(N\)]|™1) C o(T) ,
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en effet soit A € B(Ag, ||[Rr(N\)| ™)
(Mdy —T) = [Idg — (Ao — A)Rr(Xo)|(Aoldy — T)
et comme
(Ao = A)Br(Ao) || < 1(Ao = M[l[Br(Ao)[ <1
alors l'opérateur (AIdy — T') est inversible (Théoréme de L’application contractante) et
A € o(T) d’on l'inversibilité de (AIdy — T') composé de deux applications inversibles et
Rr(A\) = Rr(No)(Idg — (Mo — M) Rr(Xo)) ™

et la série
(Td — (Mo = N Rr(Xa)) ™ =D (Ao — A" (Rr(Xo))"

n>1

est normalement convergente dans B(\, ||Rr(N\)| ™)
Ce qui permet de définir 'opérateur analytique

Rr(X) = Rr(Xo) > (Ao = N)"(Rr(Xe)" = _(=1)"(A = Ao)"(Rr(Xo))" "

n>1 n>1

pour tout A\g € o(T") et Rp(\) est analytique sur tout Uouvert o(7).
c) Si |\l > ||T | alors A € Cet A\ # 0. [N'T|| < 1 = Idg — A\7'T est inversible

(Théoréme sur I'application contractante) et on a (Idg — A\7'T)~! = Zn>0()\_lT) )
Rr(\) = (Mdy —=T)7' = AN (Idg = A7) ) = A (oA T)") = A 3000 (50) =
Zn>o(>\z+1)

d) Par récurrence n=1 L Rr(\) = L (Mdy —T)™') = —=(Mdy — T)7?) = —(Rr(N))?

Supposons £-Re() = (—1)"nl(Rr(\)" on a L2 Rr()) = (=1 nl(Rr()"
(=)™ nl(n+ 1) (AMldg — T)™2) = (=1)""nl(n + 1)(Rp(N))"

Exercice 4. 1) H = L2([O 1,R), A: H — H par Af(t) = tf(t), t € [0, 1]Vf E H
JAFI? = [ 2£%(1) ﬁ<kf2dﬁﬂmPMﬁﬁmm®ﬁfﬁg Jy tf(g(t)dt =
fol tg(t)f(t)dt = (f, Ag) (A* = A ) ( A est hermintien) et d’aprés la proposition 12 page
13 X € 0,(A) équivaut & A n’appartient pas 0,(A) et A € 0,(A*) = 0,(A) et comme A
est réelle . A = X on ne peut avoir en méme temps A € o0,(A) et non dans 0,(A) d’ou
o.(A) = 0.

2) En cours (Exemple 9 page 12)nous avons montré o(A) = [0,1] et 0,(A) = 0 alors
o.(A) =10,1].

3) ||A]l = supjy= 1(Af, f) (car A est autoadjoint) |A| < 1 soit la fonction f. =

0 0<t<1-— ) 0 0<t<l-—e¢
{ :% 1 — E<<t <:1 etHj;H Lﬂ_e e 1 1_%6)__ 114];47 { :% 1-—(Ef;tj§ 1
et (Af, f)=[1 e ddt t= [ E—l——>1—edou|\AH:1et|)\\§HTH:1.

™

r(T) = sup{[A|, A € o(4) = [0,1]} =

Exercice 5. 1) T, et T, sont des opérteurs linéaires sur H = [*(C) (facil) ||Ty(2)|* =
Yoo l@il? = |lz||* dou || Ty|| < 1 et pour e; = (0,0,.,., 1 ,0,0,...) on a ||Ty(e;)|| =1

donc ||T,]| = 1. On fait la méme chose pour T, on a ||T,|| = 1.
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2) T,Tqx = T,(0, 21,2, ..., Ty, ..) = (21,22, ..., Tp, ..) = x et TyTyw = Ty(xg, 23, ..., Ty, ..) =
(0,29, 23, ..., Tny, .. ).
3)  Les opérateurs T, et T, sont linéaires bornés sur H alors lls admettent des opérateurs
adjoints T et T qui sont linéaires et bornés.
On a pour tout (z,y) € I*(C), (Ty(v),y) = 372, Tit1Ti Dpog Tili1 = (7, (0,91, Y2, Y3, -+--Yn, ) =
<x7 T;(y» donc Tg*(y) = (07 Y1, Y2, Y3, ----Yn, ) = Td(y)7
Tr=Tyet Ty = (T}) =T,
4) Commengons par Popérateur T, 'équation spectrale est Ty(z)—Ax = 0 < (0,21, 2, ..., Tp, ..)—
(A1, Ao, A3, .oy ATy, ) = 0 & (=Azy, 21 — ATa, .y Ty — ATp, ...) =0

—)\ZL’l =0
n— A1 =0 Vn>1

SiA=0alorsz, =0Vn > 1= 2 =0 alors A = 0 n’est ps une valeur propre.
Si A # 0alors 2y =0 et z, — Ax,y1 = OVn > 1 équivaut & x,, = 0Vn > 1 et x = 0 non
plus A # 0 n’est pas une valeur propre donc o,(T;) = 0 et o(T;) C B¢(0, || Tyl = 1)
Remarquons que T, n’est pas surjectif (car e; = (1,0,0,...,0,..)n’as pas d’antécedant
Ty(z) = e1 & (0,721,709, ..., T,,..) = (1,0,0,...,0,..) n’as pas de solution dans [>(C) donc
A = 0 n’appartient pas a o(T}).

Soit A € B¢(0,1) \ {0} et montrons que opérateur (Ty — Aldy) n’est pas surjectif. En
effet supposons le contraire c¢’est a dire il existe z € [*(C) tel que Ty(z) — Az = ¢; &
—>\(L’1 =1
n—Apt1 =0 Vn>1

donc

(—Ax1, 21— AZg,y .y Ty — ATy, ...) = (1,0,0,...,0,..) équivaut a { -

ou encore x1 = —3 et z,, = —(3)" Vn > 1.
Or la serie > 07 o> = 00 | — (3)" = 202, (ﬁ)% est divergente car W > 1

(A € B;(0,1)\{0}) par conséquent = ne peut appartenir a [?(C) et I'opérateur (T;,— N dy)

n’est pas surjetif donc n’est pas bijectif. On conclue que o(T,) = Bf(0, 1).

Etudiant pour 'opérateur T, = T , o(T,) = {\\ € o(Ty)}

( la proposition 12 page 13) L’équation aux valeurs propres s’écrit T,(z) — Az = 0 &

(T2, T3y ey Ty o) — (AZ1, AT, oo, ATy, ) S Tpp1 — A, = 0V > 1 S 2 = (N2 V0 >

1 & 2 = (A"z1),>0) et 21 quelconque dans C, z € P(Cletz # 0 & Y o7 [Ny ]* <

ocetr # 0 < > > |A\"]2 < |\ < 1et 0,(T,) = Bo(0,1)

On a d’aprés ( la proposition 12 page 13) A € 0,.(Ty) < Inon € o,(Ty)etA € a,(T})

0,(T,) & X € Brp(0,1)etA € 0,(T;) = Bo(0,1) < |A\| = 1 pour o.(Ty) = Bo(0,1

et pour o,(T;) = O( car A € 0,(T,) & Anon € a,(Ty)eth € o,(Ty) = 0,(Ty) = 0) e

0e(Ty) = {Al Al = 1}

Exercice 6.1) | Tf(z)=Tf(y) |=|[’ f(t)dt| < |/ f|lso|z—y| pour tout f € C([0,1], R)pourz €
0, 1] lipschitzienne donc Contmue et T est linéaire ( Intégrale). Pour montrer que T est
compact on montre que l'image de la boule unité de (o, 1] R) est relativement com-
pacte, on utilise le théoréme d’Arzéla Ascoli - |T'(f)(x)| < fo |f(@®)|dt < ||fllec <1 pour
tout f € B0,1) d’ott T'(B) est borné et | T'f(x) — ( ) |< |x —y| pour tout f € B(0,1)
(d’ot I'équicontinuité de T'(B) et d’apré Arzéla Ascoli T'(B) est relativement compacte )
et T est compacte 2) Pour )\ #0 léquation F—AF =0onafF(r)=Ce> ot C €R
et F(z) = —3e 2 G(z = [ g(t)e ~xdt 3) Comme T est compacte 0 € o(T) et
si A€ J(T)et)\ # 0 alors )\ est une Valeur propre ( Théoréme 33 page 16) alors pour
A # 0 'équation spectrale (T'f — Af)(x) =0V f € C([0,1],R) = ( T'f est continuement
dérivable et (T'f) = f on peut utiliser 1) en posant T'f = F alors (T — Al;) est bijective



c’est & dire A € o(T) ou encore o(7T) = {0} mais 0 n’est pas une valeur propre (car
Tf=0f=0= f=(Tf) =0T est injective.

Exercice 7. 1) Pour montrer que 7'(B,) est relativement compacte dans C([0, 1]) on
utilise le théoréme d’Arzéla Ascoli :- T'(B,) est uniformément borné et T'(B,.) est équicon-
tinue.

Soit f € By, on note ||f| = sup,eo [f(z)| et K| = sup(, ez [K(z,y)|. Pour tout

v € [01], on a |Tf(x)| < Jy K (x,9)|f(0)ldt < | 1K < rl|K]| Ceci implique que T(B,)

est inclus dans la boule fermée de C([0,1]) de centre 0 et de rayon r||K|| donc T'(B,) est
uniformément borné. soit f € B, [T(f)(z) — T(f)(y)| < fol |K(x,t) — K(y, t)||f(t)|dt <
rfol |K(z,t) — K(y,t)|dt or ,K est uniformément continue sur [0, 1]> donc uniformément
continue. Pour tout € > 0, In > 0 telque pour tout z,y € [0, 1] vérifiant |z —y| < n, on a
|K(x,t) — K(y,t)| < £, Vt € [0,1]. Par suite pour tout z,y € [0, 1] vérifiant [z — y| < 7
T(f)(x) —T(f)(y)| < eVf € B, cequi prouve que T(B,) est relativement compacte.
2) La partie A est bornée d’ou il existe 6 > 0 tel que A C By donc T(A) C T(B;s) =
T(A) C T(Bjs) et comme T'(Bjs) est compacte alors T'(A) est compacte (partie fermée
dans un compacte )
3)a) Ona||T|| = supy =1 | T (/)| = suppy=1{supsepo,y [T (2)[} = sup =1 {sup,efo.y | fol at f(t)dt]} =
1b) T est ompact (d’aprés 1)) et C([0, 1]) est de dimension infinie alors o(T") = {O} |J 0,(T'),Soit
A# 0 € 0,(T) & ker(T — Md) # {O}. Soit Tf — Af = 0 pour tout x € [0, 1] on alors

1

—folxtf(t)dt = M(z) & x(—/ tf(t)dt) = M(z) & flz) = €& = ava # 0 (car
—

C

f #0 = C # 0 )en remplagant f(z) = ax on obtient a(A — 3) = 0 et A\ = § donc
}



