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( Opérateurs non borné, fermé, fermable et théorie spectrale)

Exercice 1. Soit H = L2([0, 1]. On considère l'opératur T non borné, de domaine
D(T ) = C([0, 1]) et dé�ni par Tf(0) = f(0).
Montrer que T est de domaine dense (D(T ) = H) mais il n'est pas fermable.
Réponse L'ensemble C([0, 1]) est dense dans L2([0, 1]) (Proposition en Analyse fonction-
nelle : C(K), K est un compacte de Rn est dense

dans Lp(K), 1 ≤ p < +∞) donc le domaine de T est dense dans H = L2([0, 1].
Appliquons la proposition 22 en e�et si l'on considère (xn)n une suite dans D(T ) dé�nie

par xn(t) = (1 − t)n , on a : ‖xn‖L2([0;1]) = (
∫ 1

0
(1 − t)2ndt) 1

2 =
√

1
2n+1

→ 0 et T (xn(0) =

xn(0) = 1 donc T n'est pas fermable.

Exercice 2. Soit E = C([0, 1]) l'espace des fonctions continues sur [0, 1] muni
de la norme ‖f‖∞ = supt∈[0,1] |f(t)|. Soit l'opérateur T dé�ni sur D = C1([0, 1]) par
T (f(x) = f ′(x)

1. Montrer que T est fermé à domaine dense.

2. Montrer que σ(T ) = C
Réponse D'aprés le théoème de Stone-Weirstrass l'espace des polynômes de [0, 1] est
dense dans C([0, 1]) ( Polynôme d'interpolation par exemple)our la norme uniforme, l'en-
semble des polynome est contenu dans C1([0, 1]) ( ∀f ∈ C([0, 1])∃(Pn) sur [0, 1] telque
‖f − Pn‖∞ → 0 On applique la dé�nition 37, on montre que le graphe de T est fermé
(Γ(T ) = Γ(T )) Γ(T ) = {(f, Tf), f ∈ D(T )} . Soit (f, g) ∈ Γ(T ) ⇒ ∃(fn, T fn)n∈N une
suite de Γ(T ) qui converge vers (f, g) pour la norme du graphe (‖(f, g)‖ = ‖f‖+‖g‖ c'est
à dire limn→+∞ ‖fn − f‖ = 0 et limn→+∞ ‖T (fn) − g‖ = 0. Alors limn→+∞ ‖f ′n − g‖ = 0
d'aprés un théorème d'analyse 3 on conclue que f est dérivable et g = f ′ donc T est
fermé.
2) Soit λ ∈ C T (f)− λf = 0 pour f ∈ C1([0, 1]) on obtient f ′ = λf , f(t) = eλt est une
solution non nulle alors T −λIdE n'est pas injectif donc n'est pas bijectif pour tout λ ∈ C
alors λ n'est pas une caleur régulière et σ(T ) = C

Exercice 3. SoitH = L2([0, 1],C), on dé�nit les troix opérateurs non bornés :T1, T2, etT3par :

1. D(T1) = {f ∈ H : f ′ ∈ H} = H1([0, 1],C)

2. D(T2) = D(T1)
⋂
{f ∈ H; f(0 = f(1)}

3. D(T3) = D(T1)
⋂
{f ∈ H; f(0 = f(1) = 0}

et Tk(f) = if ′, (k = 1, 2, 3).
Montrer que :

T3 ⊂ T2 ⊂ T1 etT
?
1 = T3, T

?
2 = T2 T

?
3 = T1
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il faut corriger

Réponse 1) Il est claire que D(T3) ⊂ D(T2) ⊂ D(T1) et T3(f) = T2 = T1(f) ∀f ∈
D(T3) donc T3 ⊂ T2 ⊂ T1.
2) Montrons que T ?1 = T3 on doit d'abord véri�er que les domaines de T1, T2 et T3 sont
dense dans L2([0, 1],C) pour D(T1) on sait que C[0, 1] est dense dans L2([0, 1],C) et l'en-
semble des polynomes et dense dans C[0, 1] et chaque polynôme dans {f ∈ H : f ′ ∈ H} =
H1([0, 1],C) d'où D(T1) = L2([0, 1],C) .
Pour D(T2) par interpolation on peut toujour approximer une fonction continue sur [0, 1]
par un polynome dont les valeurs sont égales en 0, 1 ce polynôme est bien dansH1([0, 1],C)
et D(T2) est dense dans L2([0, 1],C). la même chose pour D(T3) (∀f ∈ L2([0, 1],C) ⇒
∃(gn)n ∈ C([0, 1],C) limn→∞ ‖f−gn‖L2([0,1] = 0⇒ ∃(hn)kpolynôme nul en0, 1 limk→∞ ‖gn−
hnk‖∞ = 0 On obtient ‖f − hnk‖L2([0,1] ≤ ‖f − gn‖L2([0,1] + ‖gn − hnk‖L2([0,1] ≤ ‖f −
gn‖L2([0,1] + ‖gn − hnk‖∞ → 0 et D(T3) = L2([0, 1],C)

a) montrons que T ?1 = T3 Soient f D(T1) et g ∈ D(T3) calculons 〈f, T3(g)〉 =
∫ 1

0
f(x)ig′(x)dx =

−i
∫ 1

0
f(x)g′(x)dx = −i(f(1)g(1)−f(0)g(0)−

∫ 1

0
f ′(x)g(x)dx =

∫ 1

0
if ′(x)g(x)dx = 〈T1f, g〉

(On sait que si g : [0, 1] → C) g(x) = u(x) + iv(x), g(x) = u(x) − iv(x), g′(x) =
u′(x) + iv′(x) ,g′(x) = u′(x)− iv′(x) = (g(x)′ et si g(0) = g(1) = 0⇒ g(0) = g(1) = 0) et
le résultat 〈f, T3(g)〉 = 〈T1f, g〉.
Soient f, g ∈ D(T2) , 〈f, T2(g)〉 =

∫ 1

0
f(x)ig′(x)dx = −i

∫ 1

0
f(x)g′(x)dx = −i(f(1)g(1) −

f(0)g(0)−
∫ 1

0
f ′(x)g(x)dx =

∫ 1

0
if ′(x)g(x)dx = 〈T2f, g〉 ( car f(0 = f(1) et g(0 = g(1)⇒

g(0) = g(1)
On a montré que T ?1 = T3 on veut montrer que T ?3 = T1 Soient f ∈ D(T3) et g ∈ D(T1)

calculons 〈f, T1(g)〉 =
∫ 1

0
f(x)ig′(x)dx = −i

∫ 1

0
f(x)g′(x)dx = −i(f(1)g(1) − f(0)g(0) −∫ 1

0
f ′(x)g(x)dx =

∫ 1

0
if ′(x)g(x)dx = 〈T3f, g〉

(car f(0) = f(1) = 0)
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