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Exercice 1. Soit H = L?([0,1]. On considére Popératur T non borné, de domaine
D(T) = C([0,1]) et défini par T'f(0) = f(0).
Montrer que T est de domaine dense (D(T) = H) mais il n’est pas fermable.
Réponse L’ensemble C([0, 1]) est dense dans L?([0, 1]) (Proposition en Analyse fonction-
nelle : C(K), K est un compacte de R™ est dense

dans LP(K), 1 < p < +o0) donc le domaine de T est dense dans H = L?*([0,1].

Appliquons la proposition 22 en effet si 'on considére (x,,), une suite dans D(7T") définie

par z,(t) = (1 — )", on a : [[zallz2qony = (f5 (1 — 1)2dt)s = /515 — 0 et T(2,(0) =

2,(0) = 1 donc T n’est pas fermable.

Exercice 2. Soit £ = C([0

de Ta norme |||l = supyeoy [F(2)
T(f(z) = f(x)

1]) Vespace des fonctions continues sur [0,1] muni
|. Soit T'opérateur T défini sur D = C*([0,1]) par

1. Montrer que T est fermé a domaine dense.
2. Montrer que o(T) =C

Réponse D’aprés le théoéme de Stone-Weirstrass 'espace des polynomes de [0, 1] est
dense dans C([0, 1]) ( Polynéme d’interpolation par exemple)our la norme uniforme, 1’en-
semble des polynome est contenu dans C*([0,1]) ( Vf € C([0,1])3(P,) sur [0, 1] telque
|/ = Pullcc = 0 On applique la définition 37, on montre que le graphe de T" est fermé
(I(T) = I(T)) N(T) =A{(f,Tf), f € D)} . Soit (f,g) € I(T) = I(fu, T fn)nen une
suite de I'(T') qui converge vers (f, g) pour la norme du graphe (||(f,9)|l =[£Il + |lg|| ¢’est
a dire im,, o0 || fn — fIl = 0 et limy, 100 [|T(fn) — g]| = 0. Alors lim,, o0 || f, — gl| =0
d’aprés un théoréme d’analyse 3 on conclue que f est dérivable et ¢ = f' donc T est
fermé.

2) Soit A € C T(f) — Af = 0 pour f € C([0,1]) on obtient f' = \f , f(t) = e est une
solution non nulle alors T'— Al dg n’est pas injectif donc n’est pas bijectif pour tout A € C
alors A n’est pas une caleur réguliére et o(7") = C

Exercice 3. Soit H = L*([0,1], C), on définit les troix opérateurs non bornés : T}, T, etT3par :
1. D(TY)={feH: f'e H} = H'([0,1],C)
2. D(Tx) = D(N) ({f € H; f(0=f(1)}
3. D(T3) = D(T) ({f € H; f(0=f(1) =0}
et Tp(f) =if', (k=1,2,3).

Montrer que :
LichychhetTy =T5, Ty =T0T; =T



il faut corriger

Réponse 1) Il est claire que D(T3) C D(Ty) € D(Th) et T5(f) = T = Ti(f) Vf €
D(Tg) donc T3 C Ty, C T7.
2) Montrons que T7 = T3 on doit d’abord vérifier que les domaines de T3, Ts et T3 sont
dense dans L?([0, 1], C) pour D(T}) on sait que C[0, 1] est dense dans L?([0,1],C) et I'en-
semble des polynomes et dense dans C|0, 1] et chaque polynome dans {f € H : f' € H} =
H'([0,1],C) d’on D(T}) = L?*([0,1],C) .
Pour D(T5) par interpolation on peut toujour approximer une fonction continue sur [0, 1]
par un polynome dont les valeurs sont égales en 0, 1 ce polynome est bien dans H' ([0, 1], C)
et D(T3) est dense dans L*(]0,1],C). la méme chose pour D(T3) (Vf € L*([0,1],C) =
A(gn)n € C([0,1],C) limy, 00 Hf—gnHL2([0,1] = 0 = 3(h,)rpolynome nul en0, 1 limy . ||gn—
hakllsc = 0 On obtient [|f — hurllr2qo) < [If = gnllrzqon) + 190 = Pukllr2qo) < [1f —
Inllz2(o1) + l9n = Pnkllcc — 0 et D(T3) = £2([0, 1],)

a) montrons que T} = T3 Soient f D( Ty) et g € D(T3) calculons (f, T5(g )> = f f(z)ig'(x)d
—i fy f(@)g(x)de = —i(f(1)g(1)—f(0)g(0)— [, f'(x)g(x)dz = [ if(x)g(x)dw = (T\f,g)
(On salt que si g : [0,1] — (C) (x) u(x )—I—w( ), g(z) = u(x) w x)
u'(z) +1v'(z) g/ (x) = u'(z ) w'(z) = (g(z) et si g(0) = g(1) = 0= g(0) =7(1) = 0) et

le résultat (f, Td( ) = (T >
SOlent f,g € D(T) , (, <f ( )> f f(x) v)de = —i [} f(x)g'(@)dr = —i(f(1)g(1) -

F(0)g(0) = [y f(@)g(x)dz = [} if (z)g(x)de = (Tzf.g) ( car f( = f(1) et g(0=g(1) =
E(O) = 9(1)

On a montré que T* = T3 on Veut montrer que T* = T1 Soient f € D(T5) et g € D(T}
Calculons f Ti(g fo ig' (x)dx = —i fo g (x)dz = —i(f(1)g(1) — £(0)g(0) —
fo g(x)dz = fo if'(x )dﬂU =I5/, 9)

(Car f(O) = f(1) = 0)



