ESPACE VECTORIEL

Dans ce chapitre k désigne un corps commutatif.
0.1 Définition d’un Espace Vectoriel

Définition 1 On appelle espace vectoriel sur k ou k-espace vectoriel, tout ensemble non
vide E muni de deuzx lois :
- une loi de composition interne (notée +)

+:ExXE — E
(u,v) U+
- une loi de composition externe (notée o)
o kxFE — FE
(Au)  — Aeuw
qui vérifient les propriétés suivantes :
1. Vu,v e E,u+v=v+u (commutative)
2. Vu,v,w € E;u+ (v+w) = (u+v)+w  (associative)
3. + possede un élément neutre. 30 € E,Vu € E, u+0g = u .
4. Tout u € E admet un symétrique ', Yu € E,3u € E, u+u = 0.
5. Vue E 1y eu=u.
6.Vue EVa,fek,ae(fou)=(af)eu.
7. Yu € ENo, ek, (a+pP)oeu=aeu+eu.
8. Yu,v € ENaek,ae(ut+v)=aeut+aeuv .
Définition 2

Les éléments d’un espace vectoriel s’appellent des vecteurs. Ceux du corps k s’appellent des
scalaires.

Exemple 1



Soient k = R et E = R?. On définit les dex lois comme suit

+:ExFE — F

((z,9), (@ y) — (29), (@ y) = (@ +2"y+y)

et
o kxF — F

(A (2,y) = Ae(x,y) = (A, \y)

On vérifie que R? est un R espace vectoriel.
Soient u = (z,y),v= (z",y),w=(2",y") ER*et @, ER, on a:

u+v= (x—l—x',y—i—y/) eR? et Aeu=(\z,\y) € R?

Donc + est une loi de composition interne et e est une loi de composition externe.
1. + est commutative :

utv=(z,9)+ (@, y) = (z+2 y+y)
=@ +a,y +y) = y) +(2,9) =v+u
2. + est associative :
(u+v)+w=[(z,y)+ (2,y)]+ (@"y) =+ y+y) + (2".y")
=(z+a +a"y+y +y") = (@y)+ (@ +2"y +y")
=(z,y) + [ y)+ (" y)] =u+ (v+w).
3. + posséde un élément neutre.

Il existe un élément neutre O = (0,0) € R? tel que
u+ Oz = (z,9) + (0,0) = (z + 0,y + 0) = (x,y) = u.
4. Tout u = (x,y) € R? admet un symétrique v’ = (—x, —y) € R? tel que
utu = (2,y) + (~2,—y) = (@ + (~2) .y + (~y))

= (v —z,y —y) = (0,0) = Ope.

1kou:10(x,y):(1xx,lxy):(x,y)zu-

ae(feu)=ae(fe(r,y)) =ae (b, by)
= (afz,aBy) = (af) e (z,y) = (af) e u.



(a+B)eu=(a+p)e(r,y)=((a+f)z (a+ )y
= (e + fr, ay + By) = (ax, ay) + (B, By)
=ae(ry)+fe(ry) =aeutFev
aeflutv]=ae|(z,y)+ (z,y)] =ae(z+2,y+y)
= (a(z+2"),a(y+y)) = (az+ oz’ ay + o)
= (az,ay) + (a2, ay’) = e (z,y) +ae (z'.y)
—aeu-taeu.
Conclusion : R? est un espace vectoriel sur R.

Exemple 2
Soit R? muni des lois suivantes :

(@,9)+ (z',y) = (z+ 2,y +y) et Xo (2',¢) = (\z,y).
R? est-il un espace vectoriel sur R?
Pour la 7éme condition, on a

(a+pB)e(z,y) = ((a+B)z,y)

= (az + Bz,y)
et
ae(r,y)+ e (z,y) = (az,y)+ (Bz,y)
= (az + Bz, 2y) .
Alors,

(az + Bz,y) = (az + Bz, 2y) .
On peut prendre un contre exemple, on prend

(r,y) = (1,2),a =2 et =3,

on trouve
(a+pB)e(z,y)=(52) et ae(z,y)+pBe(z,y)=(514).

Donc, R? n’est pas un espace vectoriel sur R.

Exemple 3
Les ensembles suivants sont des k-espaces vectoriels : R", C", R,, [X].



R,, [X] désigne I’ensemble des fonctions polynomiale de degré inférieur ou égale a n.
Proposition 1

Soit £ un k espace vectoriel. On a les propriétés suivantes :

1.Vue E,0eu = 0g.

2. VA < ﬂ{,)\OOE == OE’

3.Vue E,(-1)eu=—u

4. Vvue EEViek Aoeu=0g< A=0o0uu=_0g.

Démonstration

1. Soit uw € E,on a

ut+0oeu=1leu+0ou=(1+0)eu=1eu=u,

et
Oeutu=00u+leu=(0+1)eu=1leu=u,

d’ou 0 @ u est un élément neutre pour + et par unicité, on a
Deu= OE

2. Soit A € k,
OE—|—OE:0E:>>\O(OE+OE):)\OOE

= Ae0g+Aelg=Ae0g

3. Soit w € F/, on a

(—leu+u=(—-1l)eu+leu=(—1+1)eu=0e0u=0g,

et
u+t(—l)eu=1leu+(—1l)eu=(1—1)eu=0eu=0g,
donc,
(—1)eu = —u.
4.

(<) D’apres (1) et (2) on déduit que si (A =0 ou u = 0g), alors A e u = 0.
(=) Soient u € E, \ € k, supposons que Aeu = 0g. Si A #0, on a :

u=leu=(sN)eu=(3)e(Neu)=(5)e0p=0pg.

0.2 Sous Espace Vectoriel

Définition 3
Soient E un espace vectoriel sur k et F' C E. On dit que F' est un sous-espace vectoriel de
E st F est un espace vectoriel sur K.

Proposition 2



Soient E un espace vectoriel sur k et F C E. Alors, F' est un sous-espace vectoriel de E si

et seulement st
I.F#2 (0g€F)

2. Yu,v € ENaeku+veF (3)

3.YVu e E,.Va ek, au e F

Exemple 4

Soient £ =R? F =R x {0} et k =R. On a F est un s.e.v (Sous-Espace Vectoriel) de E.
Proposition 3

Soient E un espace vectoriel sur k et F C E. Alors, F est un sous-espace vectoriel de E si

et seulement st
1. F#£o

(4)
2. Yu,v € E Vo, ek, au+ v € F

Exemple 5

Soit E = {(z,y,2) € R®/x +y — 22 =0 } un sous ensemble de R3.

Montrer que E est un sous espaces vectoriel de R3.

(i). F"# @, car Ogs € E .

On a : Ogs = (0,0,0) et wo 5 + Yo, — 220, =0+ 0—-2x0=0.

(ii). Yug,ug € E\Va, 5 € k,au; + fug € E

Soient u; = (z1,y1, 21) et uz = (2, Y2, 22) deux vecteurs de F et o, 5 € R.

auy + Bug = (axy + Bag, ayr + Bys, azy + Bzy) € E?

ul,ugeEj{xl—Fyl_Qzl:O {a(x1+y1—2z1)

=0
$2+y2—22’2:0 ﬁ(fL‘Q—{—yQ—QZQ):O
= (ax + Bxa) + (ayy + By2) — 2 (az1 + Bz2) =0

= auy + Pus = (axy + Pre, ayr + By2, oz + B2g) € E,

de (i) et (1) on déduit que E est un s.e.v de R3.

Exemple 6

Soit F' = {(z,y,2) € R¥/z 4+ yz =0 } un sous ensemble de R?.
F est-il un sous espace vectoriel de R3?

La deuxiéme condition n’est pas vérifiée, car pour

u=1(2,—-1,2) et v=(-4,2,2),
on a
u,v € F maisu+v=(-2,1,4) ¢ F.

Donc, F n’est pas un sous espace vectoriel de R3.

Proposition 4

Soient I un k—espace vectoriel et (Fj),.; une famille de s.e.v de E. Alors, 'ﬂIFi est un
1€

sous-espace vectoriel de FE.



Preuve :
Notons F' = 'ﬂIFZ-.
(S
(i). F # @, en effet, O € F' (puisque Vi € I,0g € F}).
(ii). Soient u,v € F. Donc,
Viel,ueF;, et veF,.

Alors,
Viel,u+v e Fj,

d’ou
uU—+v e ﬂFl:F
i€l

(iii). Soient A € k et ue F. Donc,

Viel, Au € F;.
Alors,
Au € NF;,
i€l
d’ou
Au € F.

D’apres (i) ,(ii) et (iii) on déduit que .ﬂIFl- est un sous-espace vectoriel de E.
1€

Remarque :
La réunion de sous espaces vectoriels n’est pas en général un sous espace vectoriel.
En effet, pour

Fi={(z,y) eR*/x =0} et Fy={(v,y) €R?/y=0},

on a : Fy et I, sont des sous espaces vectoriels de R? mais F} U I, n’est pas un s.e.v de R2,
car pour
u=1(0,2) et v=(1,0),

on a :
u,UEF1UF2 masu+v=(1,2)¢F1UF2.



