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ESPACE VECTORIEL
Dans ce chapitre | désigne un corps commutatif.

0.1 Dé�nition d�un Espace Vectoriel

Dé�nition 1 On appelle espace vectoriel sur | ou |-espace vectoriel, tout ensemble non
vide E muni de deux lois :
- une loi de composition interne (notée +)

+ : E � E ! E

(u; v) 7! u+ v
(1)

- une loi de composition externe (notée �)

� : |� E ! E

(�; u) 7! � � u
(2)

qui véri�ent les propriétés suivantes :

1. 8u; v 2 E; u+ v = v + u (commutative)

2. 8u; v; w 2 E; u+ (v + w) = (u+ v) + w (associative)

3. + possède un élément neutre. 90E 2 E; 8u 2 E; u+ 0E = u .

4. Tout u 2 E admet un symétrique u0; 8u 2 E; 9u0 2 E; u+ u0 = 0E:

5. 8u 2 E; 1| � u = u.

6. 8u 2 E; 8�; � 2 |; � � (� � u) = (��) � u .

7. 8u 2 E; 8�; � 2 |; (�+ �) � u = � � u+ � � u .

8. 8u; v 2 E; 8� 2 |; � � (u+ v) = � � u+ � � v .

Dé�nition 2
Les éléments d�un espace vectoriel s�appellent des vecteurs. Ceux du corps | s�appellent des
scalaires.

Exemple 1
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Soient | = R et E = R2: On dé�nit les dex lois comme suit

+ : E � E ! E

((x; y) ; (x0; y0)) 7! (x; y) ; (x0; y0) = (x+ x0; y + y0)

et
� : |� E ! E

(�; (x; y)) 7! � � (x; y) = (�x; �y)

On véri�e que R2 est un R espace vectoriel.
Soient u = (x; y) ; v =

�
x
0
; y

0�
; w =

�
x
00
; y

00� 2 R2 et �; � 2 R; on a :
u+ v =

�
x+ x

0
; y + y

0� 2 R2 et � � u = (�x; �y) 2 R2
Donc + est une loi de composition interne et � est une loi de composition externe.
1. + est commutative :

u+ v = (x; y) +
�
x
0
; y

0�
=
�
x+ x

0
; y + y

0�
=
�
x
0
+ x; y

0
+ y
�
=
�
x
0
; y

0�
+ (x; y) = v + u:

2. + est associative :

(u+ v) + w =
�
(x; y) +

�
x
0
; y

0��
+
�
x
00
; y

00�
=
�
x+ x

0
; y + y

0�
+
�
x
00
; y

00�
=
�
x+ x

0
+ x

00
; y + y

0
+ y

00�
= (x; y) +

�
x
0
+ x

00
; y

0
+ y

00�
= (x; y) +

��
x
0
; y

0�
+
�
x
00
; y

00��
= u+ (v + w) :

3. + possède un élément neutre.

Il existe un élément neutre 0E = (0; 0) 2 R2 tel que

u+ 0R2 = (x; y) + (0; 0) = (x+ 0; y + 0) = (x; y) = u:

4. Tout u = (x; y) 2 R2 admet un symétrique u0 = (�x;�y) 2 R2 tel que

u+ u
0
= (x; y) + (�x;�y) = (x+ (�x) ; y + (�y))

= (x� x; y � y) = (0; 0) = 0R2 :

5.
1| � u = 1 � (x; y) = (1� x; 1� y) = (x; y) = u:

6.
� � (� � u) = � � (� � (x; y)) = � � (�x; �y)

= (��x; ��y) = (��) � (x; y) = (��) � u:
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7.
(�+ �) � u = (�+ �) � (x; y) = ((�+ �)x; (�+ �) y)

= (�x+ �x; �y + �y) = (�x; �y) + (�x; �y)

= � � (x; y) + � � (x; y) = � � u+ � � v
8.

� � [u+ v] = � �
�
(x; y) +

�
x
0
; y

0��
= � �

�
x+ x

0
; y + y

0�
=
�
�
�
x+ x

0�
; �
�
y + y

0��
=
�
�x+ �x

0
; �y + �y

0�
= (�x; �y) +

�
�x

0
; �y

0�
= � � (x; y) + � �

�
x
0
; y

0�
= � � u+ � � v:

Conclusion : R2 est un espace vectoriel sur R:
Exemple 2
Soit R2 muni des lois suivantes :
(x; y) +

�
x
0
; y

0�
=
�
x+ x

0
; y + y

0�
et � �

�
x
0
; y

0�
= (�x; y) :

R2 est-il un espace vectoriel sur R?
Pour la 7ème condition, on a

(�+ �) � (x; y) = ((�+ �)x; y)

= (�x+ �x; y)

et
� � (x; y) + � � (x; y) = (�x; y) + (�x; y)

= (�x+ �x; 2y) :

Alors,
(�x+ �x; y)

??
= (�x+ �x; 2y) :

On peut prendre un contre exemple, on prend

(x; y) = (1; 2) ; � = 2 et � = 3;

on trouve
(�+ �) � (x; y) = (5; 2) et � � (x; y) + � � (x; y) = (5; 4) :

Donc, R2 n�est pas un espace vectoriel sur R:

Exemple 3
Les ensembles suivants sont des |-espaces vectoriels : Rn;Cn;Rn [X] :
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Rn [X] désigne l�ensemble des fonctions polynomiale de degré inférieur ou égale à n.
Proposition 1
Soit E un | espace vectoriel. On a les propriétés suivantes :
1. 8u 2 E; 0 � u = 0E:
2. 8� 2 |; � � 0E = 0E:
3. 8u 2 E; (�1) � u = �u
4. 8u 2 E; 8� 2 |; � � u = 0E , � = 0 ou u = 0E:
Démonstration
1. Soit u 2 E;on a

u+ 0 � u = 1 � u+ 0 � u = (1 + 0) � u = 1 � u = u;

et
0 � u+ u = 0 � u+ 1 � u = (0 + 1) � u = 1 � u = u;

d�où 0 � u est un élément neutre pour + et par unicité, on a

0 � u = 0E:

2. Soit � 2 |;
0E + 0E = 0E ) � � (0E + 0E) = � � 0E

) � � 0E + � � 0E = � � 0E

) � � 0E = 0E:
3. Soit u 2 E; on a

(�1) � u+ u = (�1) � u+ 1 � u = (�1 + 1) � u = 0 � u = 0E;

et
u+ (�1) � u = 1 � u+ (�1) � u = (1� 1) � u = 0 � u = 0E;

donc,
(�1) � u = �u:

4.
(() D�après (1) et (2) on déduit que si (� = 0 ou u = 0E), alors � � u = 0E:
()) Soient u 2 E; � 2 |, supposons que � � u = 0E: Si � 6= 0, on a :

u = 1 � u =
�
1
�
�
�
� u =

�
1
�

�
� (� � u) =

�
1
�

�
� 0E = 0E:

0.2 Sous Espace Vectoriel

Dé�nition 3
Soient E un espace vectoriel sur | et F � E: On dit que F est un sous-espace vectoriel de
E si F est un espace vectoriel sur |:

Proposition 2
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Soient E un espace vectoriel sur | et F � E: Alors, F est un sous-espace vectoriel de E si
et seulement si

1: F 6= ? (0E 2 F )

2: 8u; v 2 E; 8� 2 |; u+ v 2 F

3: 8u 2 E; 8� 2 |; �u 2 F

(3)

Exemple 4
Soient E = R2; F = R� f0g et | = R: On a F est un s.e.v (Sous-Espace Vectoriel) de E:
Proposition 3
Soient E un espace vectoriel sur | et F � E: Alors, F est un sous-espace vectoriel de E si
et seulement si

1: F 6= ?

2: 8u; v 2 E; 8�; � 2 |; �u+ �v 2 F
(4)

Exemple 5
Soit E = f(x; y; z) 2 R3=x+ y � 2z = 0 g un sous ensemble de R3:
Montrer que E est un sous espaces vectoriel de R3:
(i). F 6= ?; car 0R3 2 E .
On a : 0R3 = (0; 0; 0) et x0R3 + y0R3 � 2z0R3 = 0 + 0� 2� 0 = 0.
(ii). 8u1; u2 2 E; 8�; � 2 |; �u1 + �u2 2 E
Soient u1 = (x1; y1; z1) et u2 = (x2; y2; z2) deux vecteurs de E et �; � 2 R.

�u1 + �u2 = (�x1 + �x2; �y1 + �y2; �z1 + �z2) 2 E?

On a :

u1; u2 2 E )
�
x1 + y1 � 2z1 = 0
x2 + y2 � 2z2 = 0

)
�
� (x1 + y1 � 2z1) = 0
� (x2 + y2 � 2z2) = 0

) (�x1 + �x2) + (�y1 + �y2)� 2 (�z1 + �z2) = 0

) �u1 + �u2 = (�x1 + �x2; �y1 + �y2; �z1 + �z2) 2 E;

de (i) et (ii) on déduit que E est un s.e.v de R3:
Exemple 6
Soit F = f(x; y; z) 2 R3=x+ yz = 0 g un sous ensemble de R3:
F est-il un sous espace vectoriel de R3?
La deuxième condition n�est pas véri�ée, car pour

u = (2;�1; 2) et v = (�4; 2; 2) ;

on a
u; v 2 F mais u+ v = (�2; 1; 4) =2 F:

Donc, F n�est pas un sous espace vectoriel de R3:
Proposition 4
Soient E un |�espace vectoriel et (Fi)i2I une famille de s.e.v de E. Alors, \i2IFi est un
sous-espace vectoriel de E.
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Preuve :
Notons F = \

i2I
Fi:

(i). F 6= ?; en e¤et, 0E 2 F (puisque 8i 2 I; 0E 2 Fi).
(ii). Soient u; v 2 F: Donc,

8i 2 I; u 2 Fi et v 2 Fi:

Alors,
8i 2 I; u+ v 2 Fi;

d�où
u+ v 2 \

i2I
Fi = F:

(iii). Soient � 2 | et u2 F: Donc,

8i 2 I; �u 2 Fi:

Alors,
�u 2 \

i2I
Fi;

d�où
�u 2 F:

D�après (i) ,(ii) et (iii) on déduit que \
i2I
Fi est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque :
La réunion de sous espaces vectoriels n�est pas en général un sous espace vectoriel.
En e¤et, pour

F1 = f(x; y) 2 R2=x = 0g et F2 = f(x; y) 2 R2=y = 0g ;

on a : F1 et F2 sont des sous espaces vectoriels de R2 mais F1 [ F2 n�est pas un s.e.v de R2;
car pour

u = (0; 2) et v = (1; 0) ;

on a :
u; v 2 F1 [ F2 mas u+ v = (1; 2) =2 F1 [ F2:


