APPLICATIONS LINEAIRES

0.1 Définitions et Propriétés

Dans cette section, F/ et I’ sont des k—espaces vectoriels.
Définition 1

1. Une application linéaire de E dans F ( ou morphisme de k-ev) est une application f :
E — F telle que :

1. flut+v)=f(u)+ f(v)
2. fau) = af (u)
pour tous les éléments u,v € E et tout a € k.
On note L (E,F) (ou Ly (E, F)) l’ensemble des applications linéaires de E dans F.
2. On dit que f: E — E est un endomorphisme de E si et seulement si [ est linéaire.
On note L (E) (ou Ly (E)) l'ensemble des endomorphismes de E.

Exemple 1 Soit 'application f : R? — R3 telle que :

f(z,y) = (v —y,2z,—v + 3y)

Pour tous u = (z,y) ,v = (2/,y') € R? et tout « E k=R on a:
flutv)=flz+2y+y)
=(z+2) = (w+y),2@@+2), - (x+2)+3(y+v))
= (x —y,2z,—2x +3y) + (' — ¢/, 22/, =2’ + 3y)
= flzy) + f@Y)
= [ (u)+ f(v)

et
f(au) = f(az, ay)

= (ax — ay, 2ax, —az + 3ay)
=a(z —y, 2z, —x + 3y)

= af (x,y)

= af (u)

D’ou f est une application linéaire.



Exemple 2
Soit I’application g : R? — R? telle que :
9(2,y) = (x —y,zy)

On vérifie que cette applications n’est pas linéaire. ( c’est a dire I'une des deux conditions
n’est pas vérifiée ou les deux conditions ne sont pas vérifiées).
Par exemple si on prend les deux vecteurs suivant v = (1,2) et v = (3, —5), on a :

gu+v)=g(4,-3)=(7,-12)
et
g(u)+g@w)=(-1,2)+(8,—15) = (7,—13)

ce qui montre que I'application g n’est pas linéaire.
On remarque aussi que la deuxiéme condition n’est pas vérifié. ( On peut prendre u = (5, 2)
et a =3).

Définition 2
1. On dit que f : E — F est un isomorphisme de E sur F' si et seulement si f est linéaire
et bijective.

2. On dit que f : E — E est un automorphisme de E si et seulement si f est linéaire et
bijective.

3. Si F =Kk, on dit que [ est une forme linéaire sur E.

Remarque 1 Si on prend o = 0 dans (2.1), alors on trouve f (0g) = 0p. Donc si f (0g) #
O, on dit que l’application [ n’est pas linéaire.

Exemple 3

Soit I'application h : R? — R? telle que :
hiz,y)=(r-y,y+2)

On a:

Donc, 'application h n’est pas linéaire.

Propriété 1

On dit que Uapplication f : E — F' est linéaire si et seulement si pour tous les éléments u,v
€ E et tous les scalaires o, B € k, on a :

flou+Bu) =af (u) +6f (v) (5)

Propriété 2
Sotent f,qg deux applications linéaires de E dans F et \ € k. Les applications f + g et Af
définies par (f +g) (u) = f(u) + g (u) et (A\f) (u) = Af (u) sont linéaires.



Preuve :
Soient u, v des vecteurs de E et «, § des scalaires de k. On a alors :

(f +9) (au+ Bv) = f (au+ Bv) + g (au + o)
= af (u) + Bf (v) + ag (u) + Bg (v)
=a(f(u)+g(u)+B(f(v)+g(@))
=a(f+g)(uw)+8(f+g) (v)
%’tog ;’Zp;)iiscs?t:ion £+ g est linéaire.

(Af) (au+ Bv) = A f (au + Bv)

= A(af (u) +Bf (v)

=a (M (w) + B8\ (v)

= a(Af) (u) + B (\f) (v)

ce qui montre que \f est linéaire.

Propriété 3
Soient f: E — F et g: F — G deux applications linéaires. L’applications go f est linéaire.

Preuve :
Soient u, v des vecteurs de E et «, § des scalaires de k. On a alors :

(go f)(ou+ pv) =g (f (au+ Bv))
=g(af (u) + Bf (v))

= ag (f (u)) + By (f (v))
=a(gof)(u)+pB(gof)(v)

d’ou 'application g o f est linéaire.

0.2 Image et Noyau

Proposition 1
Soient E, F deux k-evet f € L(E,F).
1. Pour tout sev Fy de F, limage réciproque f~' (Fy) est un sev de E.
2. Pour tout sev Ey de E, l'image directe f (E1) est un sev de F.
Preuve



(1).
(l.a) f71(F1) #0: f(0g) = 0p donc 0 € f~1(F))
(1.b) Soient v, B € k et (u,v) € (f*(F}))*. On a:

flau+pv) = af (u) +Bf (v) € Ay

et donc
au+ v € f71(F)

D’aprés (1.a) et (1.b) on déduit que f~! (F}) est un sev de FE.

(2).

(2.a) f(£1) #0: f(0p) = 0p donc O € f ()

(2.b) Soient o, B € k et (X,Y) € (f (E1))°. I existe (z,7) € (E1)” tel que :

X=f(x) et Y =F[(y)

On a:
aX +BY =af (z) + Bf (y)

= f(oax +py) € [ (E)
D’aprés (2.a) et (2.b) on déduit que f (E;) est un sev de F.

Définition 3
Soient E,F deur k-evet f € L(E,F).
On appelle image de f et on note Im (f), le sous espace vectoriel de F' défini par :

Im(f) = f(E)={y € F;3x € E,y = f(x)}

Définition 4
Soient E, F deux k-evet f € L(E,F).
On appelle noyau de f et on note ker (f), le sous espace vectoriel de E défini par :

ker f = f~1 ({0r}) ={z € E/f (z) = Or}

Exemple 4
On considére 'application linéaire

f: R3 — R2

(ﬁ,y,Z) — (l‘—{—yvy_QZ)

Déterminer I'image de f et le noyau de f.
Noyau de f :
Soit u = (z,y, 2) € R3 tel que f (u) = Oge



On a
f(u) =Opz <= (z+y,y — 22) = (0,0)
r+y=0
<~
y—22=0
T =—2z
<~
y =2z
Alors,

u=(r,y,2) = (—22,22,2) = 2(—2,2,1)

Donc, ker (f) est le sous espace vectoriel de R? engendré par le vecteur X = (—2,2,1).

ker (f) = Vect (X =(-2,2,1))

Image de f :
Soit u = (z,y,2) €ER*. On a:

fw)=(z+y,y—22)
= (ZL’,O) + (y,y) + (07 _QZ)

= 2 (1,0) +y(1,1) + 2 (0, ~2)

Donc, Im ( f) est le sous espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs Y = (1,0), Z = (1, 1)
et T = (0,-2).

Im (f) = Veet (Y = (1,0),Z = (1,1),T = (0, —2))

Proposition 2

Soient E, F deux k-evet f e L(E,F).

1. f est injective si et seulement si ker (f) = {0g}

2. [ est surjective si et seulement si Im (f) = F

Preuve

1) (=) Supposons que f est injective. Soit u € ker (f). Alors

f(u)=0p = f(0g)

d’ou puisque f est injective, alors u = Og. Ainsi ker (f) = {0g} .
(<) Supposons que ker (f) = {0g}. Soient u,v € E tel que f (u) = f (v). Alors,

fu)=f) <= fu) = f(v)=0r
<:>f(u—v):0F

et donc
u—v€ker(f)={0g}



D’ou

u=v
2)
f est surjective <= Vy € F,3xr € E,y= f(x)
— f(E)=F
<~ Im(f)=F

0.3 Rang d’une Application Linéaire

Définition 5
Soient E,F deuz k-ev de dimension finie et f € L(E,F).
On appelle rang de f et on note rg (f), l'entier naturel défini par :

rg (f) = dim (Im f)

Théoréme 1 (Théoréme du rang)
Soient E, F deux k-ev de dimension finie et f € L(E,F).
On a :

rg (f) = dim E — dim (ker f)

Exemple 5
On considére 'application linéaire

f: Ry[X] — Ry [X]

Déterminer le rang de f .

On a:
rg (f) = dim (Im f)

Image de f :
Soit P =ag+ a1z + asz? € Ry [X] . On a :

f(P)=2-a)P'-P
= (2 — ) (a1 + 2a2z) — (ag + a17 + ax?)
= 2a; — ag + (—2a; + 4as) x — 3asz?

= (—ap) X 1+ (2a1) x (1 — ) + (=3az) x 22



Donc, Im (f) est le sous espace vectoriel de Ry [X] engendré par Py = 1, P, = 1 — x et
P2 = 1172.

Im (f) = Vect (Po, Pl, PQ)

Comme la famille {Py =1, P, =1 — x, P, = 2} est libre, car pour tout «, 3,7 € k = R on
a
aPy+ BPy +vP, = Opyix) > a=3=v7=0

Alors, cette famille forme une base de Im (f) et de plus dim (Im (f)) = 3. Ce qui donne
rg (f) =3.

0.4 Inverse d’une Application Linéaire

Définition 6
Soient E,F deur k-evet f € L(E,F).
L’application f: E — F est dite inversible si, pour tout Y € F, l’équation Y = f(X) admet
une unique solution X € F.

Exemple 6

- Lapplication f : R? — R telle que f(x,y) = In(z + y) n’est pas inversible, car il existe
Y = -3 € F =R tel que I'équation —3 = f (z,y) n’admet pas des solutions dans R?.

- Lapplication g : R? — R? telle que f (z,y) = (2% y) n’est pas inversible, car il existe
Y = (1,2) € F = R? tel que I'équation (1,2) = f(z,y) admet deux solutions (1,2) et
(—1,2) dans R? .

- Lapplication h : R?* — R? telle que f (x,y,2) = (z + y,y,x — 22) est inversible, car pour
tout Y € F =R3, l’équation Y = f(X) admet une unique solution X € E = R3.

Définition 7
Soient E,F deur k-ev et f € L(FE,F) inversible. Alors sa réciproque f~! : F — E est
définie par

S (Y) = (lunique X € F € tel que Y = f (X))

et on a;
VXeE:f1(f(X)=X
et
VWWeF:f(f1(Y)=Y
c’est a dire
fﬁlof:IdE et fofilzldp
Exemple 6

On considére 'application linéaire suivante :
f: R3 — R3

(xay7z) — (x—i_yuy?x_zz)



Soit YV = (2/,¢/,2') € R® tel que Y = f(X).

On a:
V=fX)e @ y,?)=f(ry2)=(@+yyc-22)
r+y=2a
< y=y
x—2z=2

r=2—y=a—y

<y Y=Y

i=@-2) =} -y - 2)

Donc, pour tout vecteur Y = (z/, 4/, 2) € R?, il existe un unique élément X = (2/ — ¢/, ¢/, 3 (2/ — v — 2/)

R3 tel que Y = f(X).
Alors I'application f est inversible et sa réciproque définie par :

ft: R3 — R3

(x/7 y’, Z/) N (ZE’ . y/7 y’, % (l‘/ . y/ o z/))

)
J



