MATRICES

0.1 Egualité de deux matrices

Définition 1
1<i<n et A = (bij) 1<i<n deuz matrices de M, , (k). On dit que A = B si
1<j<m 1<55<m

Soient A = (ai;)

tous les éléments de A sont égaux au éléments correspondants de B.

Exemple 1
2 x 3 2 4 3
A‘(o y+a:7) ¢l B_(O—l 7)

Soient
Déterminons x et y pour que les deux matrices soient égales.

r=4 r=4
A=B<& &
r+y=-1 y=—95

0.2 Transposée d’une matrice

Définition 2

Soit A = (ai;)1<i<n une matrice de M, , (k). On appelle transposée de A la matrice
1<j<m

(aji)i<j<m de My, (k) et on note 'A
1<i<n

'A = (aji)i<j<m

1<i<n
Exemple 2
Soit
1 201
A=111 0 1
30 21
Alors,
11 3
210
tA_
A= 0 0 2
1 11

Propriété 1
Soient A et B deur matrices de M, ., (k). Soit X\ € k. Alors, on a :

LAY =A , t(M)=MNA e !(A+B)='A+'B.

Propriété 2
Soient A une matrices de M, , (k) et B une matrices de M,,, (k). Alors, on a :

"(AB) = ('B) ('A)



0.3 Opérations sur les Matrices

0.3.1 Multiplication par un scalaire

Définition 3
Soit A = (a;) 1<i<n une matrice de M, ,, (k) et A € k. Le produit de A par A est la matrice

1<j<m

AA de M, ,, (k) définie par
AN = ()\a,-j) 1<i<n -

1<j<m

2 1 3
A:(35—4)

6 3 9
3A_<9 15 —12)

0.3.2 Somme de deux matrices

Exemple 3
Soit la matrice

alors,

Définition 4

Soient A = (a;j) 1<i<n €t B = (b;;) 1<i<n deux matrices de M, ,,, (k). La somme des matrices
15j<m j<m

) SIS
A et B est la matrice A+ B de M,,,, (k) définie par

A+ B= (aij + bzg) 1<i<n -

1<j<m
Exemple 4
Soient
2 -5 1 2
A=13 1 et B=| -4 1
5 0 -2 3
alors, on a :
3 =3
A+B=| -1 2
3 3
et
1 -7
A-B=A+(-1)xB=|[ 7 0
7 =3

Propriété 3

Soient A, B et C trois matrices ayant la méme dimension, « et 5 deux scalaires.

1. A+ B=B+A qui caractérise la commutativité de 'addition matricielle.

2. A+ (B+C)=(A+ B)+C qui caractérise l'associativité de l’addition matricielle.
3. a(A+B)=aA+aB

4. (a+p)A=aA+pBA

5. a(fA) =(af) A



0.3.3 Produit de deux matrices

Définition 5

Soient A = (a;;) 1<i<n une matrice de M, ,, (k) et B = (b;j)1<i<m une matrice de M,, , (k).
1<jsm 1<j<p
Le produit des matrices A et B est la matrice A x B de M, , (k) définie par

Ax B = (Cij)lgign

1<j<p

avec .
Cij = Zaik X by
k=1
Exemple 5
Soient
2 —1
(1) e (20
3 2
alors, on a :
A x B = (cj)1<i<s
1<5<3
Donc,

2 2 2
011:Ea1k><bk1:0 ; 012:Ea1k><bk2:_1 , CISIEalkka3:3
=1

k=1 k=1
2 2 2
=) o Xbu=3 , cn=) apxXba=4 , ci3=Y as Xb=3
k=1 k=1 k=1
2 2 2
C31 = Za:’)k Xbpp =T , c3= Za3k Xbe=9 , 3= Za?)k X brg =8
k=1 =1 =1
Alors,
0 -1 3
AB=1 3 4 3
7 9 8

Remarque 1
Le produit matriciel de matrices n’est pas commutatif.

Exemple 6
2 —1 11
A:<1 1) et B:<23)

Soient
0 -1 30
(0 ) w man(20)

Nous voyons bien que le produit matriciel n’est pas commutatif : AB # BA.
Propriété 4

alors, on a :



Soient A, B et C' trois matrices. Si les opérations indiquées existent, alors on admettra les
égalités suivantes :

1.A+B=B+A

2.Ax(B+C)=(AxB)+(Ax ()

3. (A+B)xC=(AxC)+(BxC(C)

4. Ax (BxC)=(AxB)xC

Définition 6

Soient A = (a,-j)1<i,j<n une matrice carrée d’ordre n et k un entier naturel non nul. On
définit la puissance k-éme de A comme suit :

A =1,
Exemple 7
Soit
3 4
=(51)
alors, on a :
3 4 3 4 17 16
2 _ _ _
A_AXA_<2 1>(2 1)_<8 9>
et

17 16\ (3 4 83 84
3 _ A2 _ —
A_AXA_(Es 9)(2 1)‘(42 33)

0.4 Inversion d’une matrice

Définition 7
Soit A = (aij),<; j<, une matrice de M, (k). On dit que A est inversible s’il existe une
matrice B de M, (k) telle que AB = BA = I,,. On note A~ = B.

Exemple 8
Soient
2 5 3 =5
A_(13> et B—<_1 2)
On a
AB — 2x34+5x(-1) 2x(=5)+5x2) (10
S\ 1x343x(-1) 1x(=5)+3x2 /) \0 1
et

BA - 3x2+(=5)x1 3x5+(=5)x3
(1) x2+42x2 (-1)x5+2x3

La matrice A est donc inversible d’inverse B. A~ = B.
Propriété 5
Soit A une matrice carrée inversible. Alors,

(A = (A7)

(07

(AH =4



Proposition 1
Soient A et B deux matrices carrées inversibles de méme dimension. Alors,

(AB)™' =B 1A~

Preuve
1l suffit de montrer que (B~'A™')(AB) = (AB) (B *A™') = 1.
On a:
(B'A)(AB)= B (A'A)B=B'IB=B'B=1
et

(AB) (B'AY) = A(BB V) A = ATA' = AA' = |

Proposition 2
Soit A une matrice carrée d’ordre deux définie par

a b
A=
c d
avec ad — cb # 0.
Alors, A est inversible et
d b
ad—cb " ad—cb
A7l =
__c a
ad—cb ad—cb

Preuve

On vérifie que AA ' = A"1B=1,.

Méthode de Gauss pour inverser une matrice

Soit A = (aij),<; ;<, une matrice de M, (k). Cette méthode consiste a faire des opérations
élémentaires sur les lignes de la matrice A jusqu’a la transformer en la matrice identité I,.
Ces opérations élémentaires sur les lignes de la matrice A sont :

Donc pour appliquer cette méthode, a coté de la matrice A, on rajoute la matrice identité
pour former le tableau suivant :

ai; a2 . . QAip ‘ 1 0 . 0
21 QA92 . . ‘ 0 1 .
AlL): | A
|
(n1 C o Qpy | 00 . 1

Sur les lignes de cette matrice ( appelée matrice augmentée), on effectue des opérations
élémentaires jusqu’a obtenir le tableau

10 . .0 | bll blg N bln
O 1 .. . ‘ b21 622

(I,|B): | . S }
00 . 1 | b - bun



Alors, A=t = B.
Exemple 9
Soit
1 21
A=13 1 2
2 11
Voici la matrice augmentée
121100 Ly
(AllL): {31 2] 010 Lo
21 1] 001 Ls

On effectue les opérations élémentaires suivantes Lo < Lo — 3Lq et Ls <+ L3 — 2L, alors,
on touve la nouvelle matrice augmentée suivante

1 2 1 | 1 00\ LY
(AOBOY: {0 -5 -1 | =3 1 0 | LV
0 -3 -1 ] -201) 1

On multiplie la ligne LY par (=) (cest a dire LY — (—%) Lgl), on obtient

1 2 1] 1 0 0 L
|

(A®|B@): [ 0 1 L I R L LY
|

— _ _ 2

0 3 1| -2 o0 1 L@

on effectue 'opération élémentaire suivante Lgf) — Lgf) + SLgQ), alors, on touve

1 2 1 | 1 0 0 LY
|
(A@BeY: fo 1 L | 2 1 0 LY
|
2 1 3
0 0 51 -5 -5 1) LY

On multiplie la ligne Lé?’) par (—%) (c’est a dire L:(f’) — %Lés), on obtient

1 2 1|1 o0 0 L'
|
(ADB®): [ o 1 1| & L1 g LY
|
1 3 5
o o 13 53 =3/ ¥

5

12 o0t -3 3 LY
|

(A®BGY: o 1 o] L -1 1 LY
|

o o 1|1 2 5 AR



on effectue l'opération élémentaire suivante L§5) — L§5> — 2Lg5), alors, on touve

T T A
|
CCED RN T S 2
|
s A
Par cnséquent,
_1 _1 3
2 2 2
- 1 1 1
AT =1 5 -3 3
1 3 _3
2 2 2



