RESOLUTI%N DE SYSTEMES
D’EQUATION

0.1 Systéme d’Equations

Définition 1
Un systéme de n équations linéaires a p inconnues est une liste de n équations linéaires. Il
est de la forme :

.
a11r1  +aipre +aizxrs + .. .. +a1pxp = bl
a21T1 +Q92T2 +Qo3T3 + ... .. —|—a2p:cp = b2

( ) a; 11 +a;pre  +a;3x3 + —l—aipxp = bl ( )
[ G171 +aneTy Hapzrz + . . tappT, =0b,

Les nombres a;; sont les coefficient du systeme.
On peut écrire (S) sous forme matricielle

11 Qa2 ... Qip T bl
Q21 Q22 .... QAgp i) b2
(2)
pi Ap2 oo Qpp Tp b,
~ ~ v ——
A X B

On appelle A € M, , (k) la matrice des coeflicients du systéme. B € M, ; (k) est le vecteur
de seconde membre.
Le vecteur X € M, 1 (k) est une solution du systéme si et seulement si

AX =B (3)

Définition 2 La matrice augmentée associée au systéme (1) est défini par

ai; aig  ...... a1p bl
a21 A29 ...... A2p bg

(4)
Apl Ap2 eeeens App by,

Exemple 1



Résoudre le systéme suivant :
r+2y=1
(51) : (5)
r—3y==6

C’est un systéme de deux équations a deux inconnues = et y. La forme matricielle de (.S;)
est :

< 1 9 > T B 1
N ! - 3 _ Y 3
A —— —
X B
admet la solution
T 3
X: =
Y -1

0.2 Reésolution par la méthode de Gauss

Quelques soient les valeurs n et p du systéme, on peut déterminer ses solutions par la
méthode d’élimination de Gauss.
Le principe en est le suivant :
Par des combinaisons linéaires succéssives, on transforme le systéme initial, que ’on prend
tel quel sans changer 1'ordre des équations, en un systéme triangulaire supérieur (la matrice
associée est triangulaire supérieur), systéme ensuite résolu en commencant par la derniére
des équations transformées.

Exemple 2
Résoudre le systeme suivant :
r+2y+3z=—-4 ... (Eql)
(S2): ¢ 3xr—y—2=4 .oveee. (Eq2) (6)
Tx —by—2z2=3 ... (Eq3)

C’est un systeéme de trois équations a trois inconnues z,y et z. La forme matricielle de (.Sz)
est :

1 2 3 x —4

3 -1 -1 y | = 4

7 -5 =2 z 3
X X B

Dans la premiére étape de la méthode, on élimine 'inconnue x dans les équations Eq2
et Eq3. Donc on remplage I’équation (Eq2) par (Eq2)—3(Eql) et (Eq3) par (Eq3)—7(Eql).



Aprés cette premiére étape, on obtient le systéme équivalent :

r+2y+3z2=—4 ... (Eql)
(Ss) : — Ty —102 =16 ... (Eq2) (7)

— 19y — 232 =31 .... (Eq3)

Dans la deuxiéme étape, la deuxieéme ligne qui joue le role de pivot si y est présent
(sinon on permute (Eq2’) par (Eq3')). Pour éliminer y dans I’équation (Eq3), on remplace
celle-ci par (Eq3/)—__—179(Eq2/). On obtient alors le systéme équivalent, triangulaire supérieur,

suivant :
r+2y+3z2=—-4 ... (Eql)

(Sy) : — 7y —10z =16 ... (Bq2) (8)

"

z=-% .. (Eq3)

en commencant par la derniére équation.

29
7

On résout le systéme par "remontée"
(Eq3”) donne z = —3.

(Eq2) donne y = —1 (102 + 16) = 2.
(Eql) donne x = =2y — 3z —4 = 1.
Donc, la solution du (Sz) est

Remarque 1

¢ Pour n équations, il y aura n — 1 étapes.

4 Si on trouve, dans la deuxiéme étape, le coéfficient de x5 égale & zéro, alors on permute
(Eq2) par (Eq3’) ot le coéfficient de x5 est différent a zéro et on va faire méme chose pour
les autres étapes.

Exemple 3
Résoudre le systeme suivant :
(.T1+$2+.T3+1’4:0 ....................... (qu)
T+ 2$2 + 3.7)3 + 4.134 =2 i (Eq2)
(S55)
T+ 429 + 923+ 1624 =4 ... (Eq3)
L xr1 + 8.1'2 + 271’3 + 641’4 =8 .. (Eq4>

Dans la premiére étape de la méthode, on élimine I'inconnue z; dans les équations
Eq2,Eq3 et Eq4. Donc on remplage 1’équation (Eq2) par (Eq2)—(Eql) et ’équation (Eq3) par



(Eq3)—(Eql) et I'équation (Eq4) par (Eq4)—(Eql). Aprés cette premiére étape, on obtient
le systéme équivalent :

(214 2o+ T34 T4 =0 oo, (Eql)
To + 2I3 + 3%4 =2 . (Eq2l)

(S5) : ,
3.732 + 8.733 + 15ZE4 =4 ... (Eq3 )
\ Ty 4 2623 + 6314 = 8 ... (Eq4d)

Dans la deuxiéme étape, la deuxiéme ligne qui joue le réle de pivot. Pour éliminer xo
dans les équations (Eq3’) et (Eq4’), on remplace I'équation (Eq3’) par (Eq3')—3(Eq2’) et
I’équation (Eq4’) par (Eq4’ )—7(Eq2’) . On obtient alors le systéme équivalent, triangulaire
supérieur, suivant :

( $1+$2+I3+$4:0 ..................... (qu)
, To+2r3+304 =2 iiieeens (Eq2’)
()
203 + 624 = —2 ... (Eq3 )
\ 1225 + 4224 = =6 ......... (Egd")

Dans la troisiéme étape, la troisieme ligne qui joue le role de pivot. Pour éliminer x5 dans
I’6quations (Eq4”), on remplace celle-ci par (Eq4”)—6(Eqg3"). On obtient alors le systéme
équivalent suivant :

( £1+I2+JI3+ZE4:0 .................. (qu)
To + 21’3 + 31’4 =2 (qul)
(83 ) : ”
21‘3 + 614 =—2 ........... (Eq3 )
\ 614 =6 ... (Eqd")

On résout le systéme par "remontée"

(Eq4”) donne x4 = 1

(Eg3") donne z3 = 1 (—2 — 6z4) = —4.
(Eq2”) donne x5 = 2 — 223 — 34 = 7.
(Eql) donne =1 = —x5 — x3 — x4 = —3.

en commencant par la derniére équation.



Donc, la solution du (S3) est

0.3 Reésolution par la méthode de Cramer

Soit )
a11T1 +a1229 +a13x3 + —I—alnxn = bl
(211 +QA92T2 +0A23T3 + ... .. TAogpTn, = bQ
( ) a; 11  +a;pTy  +a;373 + . +a;nr, = bz ( )
{ Gn1T1 +ap2T2 +ap3r3s + . FpaTn, = by

un systéme d’équations linéaires & n équations et n inconnues. Ce systéme peut aussi s’écrire

ai;r a1 ... QAip I bl
21 Q29 .... QAgpn i) bg
(10)
Gnl Ap2  -er Qpn Tn b,
N ~ o
A X B

On définit la matrice A; comme suit

aix  .... 4151 bl alj+1 ..o Q1p
apy azj-1 by agji1 ... ao,
A =
(11)
a11 ... Qpj—1 bn Qpj+1  +--- Qpn

jéme colonne

Autrement dit, A; est la matrice obtenue en remplagant la jéme colonne de A par le second
membre B.

Théoréme 1
Soit
AX =B



un systéme de n équations a n inconnues. Supposons que det A # 0. Alors ['unique solution

du systéme est donnée par

det(A;
Lj = det((AJ)) (12)
Démonstration
Nous avons supposé que
det A # 0.
Donc A est inversible. Alors
X=A"1B
est 'unique solution du systéeme. D’autre part, nous avons vu que
Ail = de%AtC
ou C est la matrice de cofacteurs. C' = (cij), o, ;<, avec ¢;; = (=17 4] .
Donc
_ 1t
X = det A CB
ce qui donne
x cn Ca . . Cp1 by
To Ci2 C2 . . Cp2 by
_ _ 1
X = T detA
Tn Cin Con - . Cpn bn
c’est & dire )
T = Tt A (Cllbl -+ 021b2 + —+ Cnlbn)
T; = m (Clibl + Czibg + ... + Cm'bn)
Tn = 727 (C1ab1 + Conbo + oo 4 Canby)
Mais
Ch’bl + Cgl'bg —+ ... —+ Cm'bn
est le développement en cofacteurs de det (A;) par rapport & sa iéme colonne. Donc
_det(A;j)
Tj = qet(A)
Exemple 4
Résolvons le systeme suivant :
r1 + 229 + 3x3 = —4
(Sg) . T1 — X9 — X3 = 2 (13)

31]1 +ZE2 —2£L'3 =11



La forme matricielle de (S3) est :

1 2 3 1 —4
1 -1 -1 T = 2
3 1 =2 T3 11
P —— ———
A X B
Ona:
-4 2 3 1 -4 3
A = 2 -1 -1 Ay = 1 2 -1
11 1 -2 3 11 =2
1 2 -4
As = 1 -1 2
3 1 11
et
det A=13 , detA; =13
det AQ =26 5 det Ag = —39.
La solution est alors
_ det(A) _
T1 = Fet(A) —
_ det(Az)
T2 = det(A2) =2
_ det(43) _
T3 = det(143) =3

0.4 Reésolution par la méthode de ’inverse du matrice
des coéfficients

Soit le systéme suivant

air a1 .... QAip T bl
21 Q929 .... QAgpn i) b2
Ani Apa oo Qpp Tn by,

~ -~ S N — N——
A X B

ou A € M, (k) est une matrice carrée inversible.
Alors, l'unique solution du systéme est donnée par

X=A"'B



Exemple 5
Résolvons le systéme suivant :
1 2 3 1 —4
1 -1 -1 X9 = 2
3 1 =2 x3 11
~ P s N—— —————
A X B

Le determinant de la matrice A vaut 13, donc la matrice A est inversible et son inverse est

3 7 1
1 131 1%1 13
AT = “E B
5 O© i3

Alors, 'unique solution du systéme est donnée par

3 e L —4
-1 131 l?1’1 143
4 5 _3 11
13 13 13
1
= 2
-3

0.5 Nombre de solutions

Soit (S) un systéme de n équations linéaires a p inconnues.
Dong, (S) équivalent a :
AX =B

ou A € M,, (k) est la matrice des coefficients du systéme, B € M, ; (k) est le vecteur de
seconde membre et X € M, ; (k).

0.5.1 Cas ou n=p (A est une matrice carée)
Systéme homogéne

Le systeme (.5) est dit homogene si le second membre est nul (B = 0).
L’ensemble des X tels que AX = 0 constitue le noyau de ’application associée & A. Le noyau
contient toujours le vecteur nul, mais il peut contenir en plus des vecteurs non nuls.
Ce type de systéme a donc au moins une solution, la solution nulle.
¢ Si A est inversible (det A # 0)
Le systéme a la solution unique X = 0, vecteur nul.
4 Si A n’est pas inversible (det A = 0)
Le systéme a une infinité de solutions (en plus la solution nulle).
Exemple 6
¢ Le systéeme

U= =

U:J{OOO



0
a la solution unique X = 0 |, le determinant de la matrice vaut —37, le rang de la
0
matrice est 3.
¢ Le systéeme
1 -2 3 T 0
2 4 —2 T9 = 0
1 5 —4 T3 0
N -~ —— N——
A X B
—X3 -1
a une infinité de solutions X = T3 =3 1 ou r3 € R,
T3 1
L’ensemble de ces solutions constitue un éspace vectoriel de dimension 1 engendré par le
-1
vecteur 1
1

Le determinant de la matrice vaut 0, le rang de la matrice est 2.

Systéme non homogeéne (B # 0)

¢ Si A est inversible (det A # 0)
Le systéme a la solution unique X = A~'B.
4 Si A n’est pas inversible (det A = 0)
Pour qu’il y ait au moins une solution, il faut que le rang de A soit le méme que le rang de
la matrice ', matrice formée par A a laquelle B est accolé.
Si X est une solution particuliére du systéme non homogéne AX = B, donc on a :

AXy=B

Alors
A(X —Xo)=0

On note X* = X — X est la solution de ’équation homogene.
Donc, la solution du systeme non homogene est X = X* + X
Exemple 7

¢ Résolvons le systéme suivant :

1 2 2 -3 7 26
1 5 4 1 | 19
31 2 6 zs | | —20
2 -3 1 5 24 —30
X X B

Le determinant de la matrice A vaut —149, donc la matrice A est inversible et son inverse
est

65 _ 50 69 _ 32
149 149 14 149
B T GO R
A*l — 149 149 149 149
- R N
149 149 149 149
32 13 5 2

T149 149 149 149



10

Alors, 'unique solution du systéme est donnée par

65 59 69 32 26
149 149 149 149
. -9 _1 34 _ 46 19
X=atp=| Tgm g Toae || L
149 149 149 149
32 13 5 2 —30
149 149 149 149
1
. 3
N 2
-5
¢ Le systéeme
1 2 3 T 1
4 5 6 To = 4
7 8 9 T3 2
A X B

n’a pas de solution.
On peut vérifier que le determinant de la matrice est 0,
Le rang de la matrice

123 1
C=|456 4
78 9 2
——N

A B

est 3 et le rang de la matrice A est 2.

0.5.2 Cas ou le nombre d’équations est différent du nombre d’in-
connues (n#p)

Dans ce cas la matrice A n’est pas carrée

n>p il y a plus d’équations que d’inconnues

Le systeme n’aura pas de solutions.

Exemple 8
Le systeme

1 2 -1 1

301 1 S T

-3 2 5 ; - 3

2 6 —3 5 5

NS -~ > X N s
A B

n’a pas de solution.
Pour le vérifier, soit on met en oeuvre la méthode de Gauss, ce qui précisera les impossibilités,



11

soit on détermine le rang de C' et on compare a celui de A.
Le rang de la matrice

1 2 -1 1

3 1 1 =2

¢= -3 2 5 3

2 6 -3 5
—_———

A B

est 4 et le rang de la matrice A est 3.

n<p il y a moins d’équations que d’inconnues

Il y aura une infinité de solutions que l'on pourra expliciter en fonctions d’inconnues
arbitraires a choisir.
Exemple 8
Le systeme
I

1 2 3 1 . 1
4 1 2 =3 S R
—2 1 4 -2 3 2

N\ -_ 7 $4
A S——— B

X

13
35 + %33'3
a une infinité de solutions X = 5 - ou xr3 € R.
3

4 4
5 T 703



