
Exercice 1:
Soit f l�application linéaire dé�nie par:

f : R3 ! R3
(x; y; z) 7! (x+ y; 3z; 2y + z)

1. Déterminer ker f , l�application f est-elle injective? Justi�er votre réponse.
2. Donner une base de Im f , l�application f est-elle surjective ? Justi�er votre
réponse.
3. Soient

u1 = e1 � e2 + 2e3; u2 = e1 + e2; u3 = 2e1 + e2 � e3;

avec B0 = fe1; e2; e3g la base canonique de R3.
(a). Montrer que B1 = fu1; u2; u3g est une base de R3.
(b). Ecrire la matrice A associée à f dans la base B0.
(c). Déterminer la matrice de passage P de B0 à B1 et et calculer P�1.
(d). Ecrire la matrice A

0
associée à f dans la base B1.

Solution:
Soit f l�application linéaire dé�nie par:

f : R3 ! R3
(x; y; z) 7! (x+ y; 3z; 2y + z)

1. Déterminer ker f , l�application f est-elle injective? Justi�er votre
réponse.
Par dé�nition, on a:

ker f =
�
X = (x; y; z) 2 E = R3=f (X) = 0F = 0R3

	
:

Donc, X = (x; y; z) 2 ker f si et seulement si f (X) = 0F = 0R3 :
On résout l�équation vectorielle f (X) = 0F : Soit X = (x; y; z) 2 R3; on a:

f (X) = 0F , f (x; y; z) = 0R3

,

8>>>><>>>>:
x+ y = 0

3z = 0

2y + z = 0

,

8>>>><>>>>:
x = 0

z = 0

y = 0

;

alors,
ker f = f0R3g :

f est-elle injective?
Comme ker f = f0R2g, alors f est une application injective.
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2. Donner une base de Im f , l�application f est-elle surjective ? Jus-
ti�er votre réponse.
Par dé�nition, on a:

Im f =
�
f (X) =X = (x; y; z) 2 E = R3

	
:

Un vecteur Y = (a; b; c) est dans l�image de f si et seulement si 9X = (x; y; z) 2
E = R3,Y = f(X):
Soit X = (x; y; z) 2 R3; on a:

f (X) = (x+ y; 3z; 2y + z)

= (x; 0; 0) + (y; 0; 2y) + (0; 3z; z)

= x(1; 0; 0)| {z }
u1

+ y(1; 0; 2)| {z }
u2

+ z(0; 3; 1)| {z }
u3

;

alors, Im f est le sous espace vectoriel de R3 engendré par les vecteurs
u1 = (1; 0; 0) ; u2 = (1; 0; 2) et u3 = (0; 3; 1) :

Im f = V ect (u1 (1; 0; 0) ; u2 (1; 0; 2) ; u3 (0; 3; 1)) :

La famille B = fu1 (1; 0; 0) ; u2 (1; 0; 2) ; u3 (0; 3; 1)g est génératrice de Im f: Elle
est libre, car ������

1 1 0
0 0 3
0 2 2

������ =
���� 0 3
2 2

���� = �6 6= 0:
Donc la famille B forme une base de Im f:
f est-elle surjective?
On a:

rg (f) = dim Im f = 3 = dimF:

et Im f est un sous espace vectoriel de F , donc Im f = F . Alors, f est une
application surjective.
3. Soient

u1 = e1 � e2 + 2e3; u2 = e1 + e2; u3 = 2e1 + e2 � e3;

avec B0 = fe1; e2; e3g la base canonique de R3.
(a). Montrer que B1 = fu1; u2; u3g est une base de R3.
On a

card (B1) = dimR3;

donc, il su¢ t de savoir s�elle est libre ou génératrice.
Comme������

1 1 2
�1 1 1
2 0 �1

������ =
���� 1 1
0 �1

����� ���� �1 1
2 �1

����+ 2 ���� �1 1
2 0

���� = �4 6= 0;
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alors, B1 est libre et donc elle forme une base de R3:
(b). Ecrire la matrice A associée à f dans la base B0.
On a:

f (e1) = (1; 0; 0) = e1 = 1� e1 + 0� e2 + 0� e3;

donc, les éléments de la première colonne sont 1,0 et 0.

C1 =

0@ 1
0
0

1A
et

f (e2) = (1; 0; 2) = e1 = 1� e1 + 0� e2 + 2� e3;

donc, les éléments de la deuxième colonne sont 1,0 et 2.

C2 =

0@ 1
0
2

1A
et

f (e3) = (0; 3; 1) = e1 = 0� e1 + 3� e2 + 1� e3;

donc, les éléments de la troisième colonne sont 0,3 et 1.

C3 =

0@ 0
3
1

1A
Alors,

A =

0@ 1 1 0
0 0 3
0 2 1

1A
(c). Déterminer la matrice de passage P de B0 à B1:
On a:

u1 = e1 � e2 + 2e3

u2 = e1 + e2

u3 = 2e1 + e2 � e3
Alors,

P =MB1;B0
(Id) =

0@ 1 1 2
�1 1 1
2 0 �1

1A :
Calculer P�1.

P�1 =MB0;B1 (Id)
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On a: 8>>>><>>>>:
u1 = e1 � e2 + 2e3

u2 = e1 + e2

u3 = 2e1 + e2 � e3

,

8>>>><>>>>:
u1 = (u2 � e2)� e2 + 2e3

e1 = u2 � e2

u3 = 2 (u2 � e2) + e2 � e3

,

8>>>><>>>>:
�2e2 + 2e3 = u1 � u2

e1 = u2 � e2

�e2 � e3 = u3 � 2u2

,

8>>>><>>>>:
�2 (�u3 + 2u2 � e3) + 2e3 = u1 � u2

e1 = u2 � e2

e2 = �u3 + 2u2 � e3

,

8>>>><>>>>:
e3 =

1
4u1 +

3
4u2 �

1
2u3

e1 =
1
4u1 �

1
4u2 +

1
2u3

e2 = � 14u1 +
5
4u2 �

1
2u3

Alors,

P�1 =

0@ 1
4 � 14

1
4

� 14
5
4

3
4

1
2 � 12 � 12

1A :
Deuxième méthode:

P�1 = 1
detP

t
C

où C comatrice (matrice de cofacteurs).

C = (cij)1�i;j�3

cij = (�1)i+j det (Pij)
avec Pij matrice obtenue en supprimant la ième ligne et la jème colonne.

c11 = +

���� 1 1
0 �1

���� = �1 c12 = �
���� �1 1
2 �1

���� = 1 c13 = +

���� �1 1
2 0

���� = �2
c21 = �

���� 1 2
0 �1

���� = 1 c22 = +

���� 1 2
2 �1

���� = �5 c23 = �
���� 1 1
2 0

���� = 2
c31 = +

���� 1 2
1 1

���� = �1 c32 = �
���� 1 2
�1 1

���� = �3 c33 = +

���� 1 1
�1 1

���� = 2
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donc,

C =

0@ �1 1 �2
1 �5 2
�1 �3 2

1A)t C =

0@ �1 1 �1
1 �5 �3
�2 2 2

1A
On calcule le déterminant de P:

detP =

������
1 1 2
�1 1 1
2 0 �1

������ ; On e¤ectue les opérations C2  C2 + C1
C3  C3 + C1

=

������
1 2 3
�1 0 0
2 2 1

������ ; On développe suivant la deuxième ligne.
=

3P
j=1

(�1)2+j � p2j � det (P2j)

= (�1)2+1 � (�1)�
���� 2 3
2 1

���� = �4
Alors,

P�1 = 1
detP

t
C =

0@ 1
4 � 14

1
4

� 14
5
4

3
4

1
2 � 12 � 12

1A :
(d). Ecrire la matrice A

0
associée à f dans la base B1.

D�après la formule de changement de base, on a:

A
0
= P�1 �A� P

=

0@ 1
4 � 14

1
4

� 14
5
4

3
4

1
2 � 12 � 12

1A0@ 1 1 0
0 0 3
0 2 1

1A0@ 1 1 2
�1 1 1
2 0 �1

1A

=

0@ 1
4 � 14

1
4

� 14
5
4

3
4

1
2 � 12 � 12

1A0@ 0 2 3
6 0 �3
0 2 1

1A

=

0@ � 32 1 7
4

15
2 1 � 154
�3 0 5

2

1A
Deuxième méthode:
On calcule les coordonnées des vecteurs f (uj) dans la base B1 On a:

f (u1) = f (1;�1; 2) = (0; 6; 0) = �u1 + �u2 + u3

= (�+ � + 2;��+ � + ; 2�� )
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8<: �+ � + 2 = 0
��+ � +  = 6
2��  = 0

,

8<: � = � 32
� = 15

2
 = �3

donc, les éléments de la première colonne sont � 32 ,
15
2 et �3.

C1 =

0@ � 3215
2
�3

1A
De même manière, on trouve

f (u2) = (2; 0; 2) = 1� u1 + 0� u2 + 0� u3;

donc, les éléments de la deuxième colonne sont 1,1 et 0.

C2 =

0@ 1
1
0

1A
et

f (u3) = (0; 3; 1) =
7
4 � u1 �

15
4 � u2 +

5
2 � u3;

donc, les éléments de la troisième colonne sont 74 ,�
15
4 et

5
2 .

C3 =

0@ 7
4
� 154
5
2

1A
Alors,

A
0
=

0@ � 32 1 7
4

15
2 1 � 154
�3 0 5

2

1A
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